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Vorwort zur zweiten Ausgabe. 



Die nachstehende, auf lithographischem Wege reproducirte Arbeit hat der Verfasser im 
Jahre 1862 als Studirender der Mathematik in Göttingen begonnen und im Sommer 1863 
vollendet. Die Untersuchungen der ersten siebzehn Paragraphen wurden schon früher ver- 
öffentlicht; sie bildeten den Inhalt der im März 1863 erschienenen Inaugural-Dissertation des 
Verfassers: ^Theoria nova functionum ultraellipticarum. Pars prior. BeroUni 
1863.* Die vollständige Arbeit erschien im Jahre 1864 im XXIV, Bande der Denkschriften 
der mathematisch-naturwissenschaftlichen Classe der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften 
zu Wien. 

IVotz der zahlreichen, sowohl sachlichen wie formalen Mängel, mit denen diese Erstlings- 
arbeit behaftet ist, hat dieselbe doch vielfach anregend gewirkt; in den letzten Jahren hat 
namentlich Herr Staude in seinen eleganten, in den Mathematischen Annalen publicirten 
Untersuchungen wiederholt an dieselbe angeknüpft. Die Arbeit darf aber auch ein gewisses 
historisches Interesse beanspruchen, da sie die erste war, in der die von Riemann für die 
llieorie der Abel'schen Functionen geschaffenen Anschauungen und Methoden zur Behandlung 
eines speciellen Falles verwerthet wurden. Unter diesen umständen hat der Verfasser der an 
ihn gerichteten Bitte der auf dem Titelblatte genannten Verlagshandlung, die im Buchhandel 
längst vergriffene Arbeit reproduciren zu dürfen, willfahren zu müssen geglaubt, und dies 
umsomehr, als eine Umarbeitung derselben ihm aus den verschiedensten Gründen unthunlich 
erscheint. Um aber wenigstens einen Theil der vorhandenen Mängel auszugleichen, sind der 
Arbeit am Schlüsse mehrere theils berichtigende, theils ergänzende Zusätze, in der Form von 
nachträglichen Bemerkungep zu den einzelnen Paragraphen, hinzugefügt worden, und es sind 
ausserdem im Anschlüsse daran die zu der Arbeit gehörigen Tafeln neu hergestellt worden. In 
diesem neuen Gewände dürfte die Arbeit auch jetzt noch von denjenigen mit Nutzen gelesen 
werden, welche sich mit den Anschauungen der Riemann'schen Functionentheorie bekannt 
machen wollen. 

Würzburg, im Januar 1886. 

F. PrynL 
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EINLEITUNa 

Lt 



J ^X{l'-x){l—7fx) 



ein immer endlich bleibendes elliptisches Integral, so hat Jaoobi zuerst gezeigt, dass x als 
Function von u eindeutig bestimmt ist, und man hat nach seiner Bezeichnung 



Vx:=Bmamu\ Vi — x = cos amu; Vi — x^x = A 



amu; 



diese drei Formen sind einwerihige doppelt periodische Functionen von u , von denen jede 
innerhalb des ihre Perioden umfassenden Parallelogramms zweimal oo und wird. 

Anders gestaltet sich die Sache, wenn man die auf die elliptischen naturgemäss folgendem 
Integrale betrachtet, wo unter dem Wurzelzeichen eine Function fünften oder sechsten Grades 
steht, wie 

(a+j3a?) dx 



u, = f^ 



Vx (1—x) (1—x'x) (1— A*«) (1— fx'a?) ' 

für diesen Fall hat Jaoobi zuerst nachgewiesen^), und wir werden es noch zeigen, dass, 
wenn der Werth von x bestimmt ist, noch keineswegs der Werth von u^ bestimmt ist; sondern 
dass man immer den Integrationsweg so einrichten kann, dass u^^ jeden beliebigen Werth 



^) Onllt» Band IS. De ftinotionibas duanim Tariabiiium qaadruplioiter periodicis, qoibus theoria transcendentiuin Abdlian«« 
nun innititur. 
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erhAlt. Es entsprechen demnach einem Werthe von x alle möglichen Werthe von u^ und 
umgekehrt: so dass man im Allgemeinen u^ weder als Function von x^ noch x als Function 
von Ui betrachten darf. 

Nimmt man aber noch ein zweites ähnlich gebautes Integral 



J ^x (1—0?) (1 -x'a?) (1 -X»a?) (1 -fx'a?) ' 



das mit dem vorigen in keiner linearen Relation steht (so dass ic^ = mu^ -f n wäre) und setzt 
fest, dass der Integrationsweg von t/g derselbe, wie der von ti^: so ist, wenn der Werth von Wj 
und von x einmal festgesetzt, dadurch auch der Werth von t^ eindeutig bestimmt. Wir 
können also setzen: 

und ebenso: 

woyi,/a einwerthige Functionen bezeichnen, die darum keinen analytischen Ausdruck zu 
haben brauchen, sondern eine gleichsam nur tabellarische Bedeutung behaupten. Daraus wird 
sich dann ergeben: 

x = 9(^,1^2). 

Den Charakter dieser Function zu untersuchen, ist dieis vorgelegte Problem, und zumal 
den der fünf Functionen: 

yXj Vl—X, \/l—%^X, Vl—)?X, Vl-fJL^X, 

die ich speciell ultraSlIiptisohe nenne, weil sie in dieser Classe von Transcendenten eine 
ebenso einfache Rolle spielen, wie die elliptischen Functionen bei der vorigen, und die 
übrigen sich leicht durch diese fünf ausdrücken lassen. Zur Discussion dieser Formen bediene 
ich mich der anschaulichen Methode meines hochverehrten Lehrers Biemann, niedergelegt 
in seiner „Theorie der AbeFschen Functionen"^) zumal aber in seiner Inaugural-Dissertation : 
„Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen complexen 
Grösse.** Göttingen 1851 bei Huth. Sollte es mir gelingen, durch diese Arbeit die Bekannt- 
schaft mit d^r Biemann'schen Theorie für weitere Exeise zu vermitteln und zum Studium 
derselben anzuregen, so würde ich dies als das schönste Resultat meiner Arbeit betrachten. 



^) Or^ll«, Band 54, anch als Scparatabdruok aus demselben erschienen, Berlin bei 
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Graphik des Problems. 
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§. 1- 

Die Form der Gleichung niedrigsten Grades, die auf ultraelliptische Integrale fuhrt, ist, 

wenn wir die höchste vorkommende Potenz der Variablen durch eingeklammerte Indices 

bezeichnen, 

jP(äW, tW) = a^* + 2a,^ + «a = 

wo a^, ai, «2 rationale ganze Functionen des dritten Grades von z sind, und zwischen den 
Constanten CoSfficienten in diesen Functionen keinerlei Relationen bestehen. Ein immer end- 
lich bleibendes Integral, auch Abol'sches Integral der ersten Gattung genannt, hat dann die 

Form: 

_ MA-\'Bz) dz _ MA+Bz) dz _ ^ (A+Bz)dz 

~J ^ ~J 2 Val—a^ ~ '' J V(z—a,) (z-cc,).. .(z—a.) ' 



w 



wo die sechs Wurzeln a^ • • . o« nothwendig verschieden sein müssen. Wir bemerken sofort, dass 
man zu einem Integrale immer unendlich viele davon linearunabhängige finden kann, indem 
der Zähler zwei willkürliche Constante enthält. Jedes beliebige dritte ist dann durch je zwei 
von solcher Beschaffenheit linear ausdrückbar. Es ist leicht den letzten Ausdruck in eine 
elegante Form zu transformiren , die wir die canonisohe nennen wollen, indem wir durch 
eine lineare Substitution eine neue Variable einfuhren. Wir setzen nämlich 



X = 



dann ist für 



und es sei für 



z — a^ «3 — O] 



3 = a, : a: = 



a = o, : X = 



25 = Oj : X = 1 



1 



aj : X 



z = a^ : X ^^ 



1 



dann erhält das so transformirte Integral die Form 



to 



/{a+px) dx 
V X (I— a?) (1-xV) (1— A*«) (1— fx'«) 
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wobei die Grössen x, A, ß ganz beliebige Werthe haben mögen. Für die Graphik des Pro- 
blems setzen wir aber die Grössen a, y9, x*, A', /x* reell und positiv voraus und die drei letzten 
so, dass 1 >> X* >> A* > /£*, da dadurch die Anschauung bedeutend erleichtert , die AUgemein- 
heit der analytischen Resultate aber keineswegs beeinträchtigt wird. 

§. 2. 
Um dem Probleme die möglichste Allgemeinheit zu geben, gestatten wir der Variablen x 
alle reellen und complexen Werthe anzunehmen. Wir repräsentiren sie nach der Oanss'schen 
Weise in ihrem ganzen Umfange durch die Punkte einer unendlichen Ebene derart, dass dem 
Werthe 

X =:y '\- zi 

der Punkt entspricht, dessen Coordinaten auf ein durch den Nullpunkt gelegtes rechtwinke^ 
liges Coordinatensystem bezogen y und z sind. Statt dessen können wir auch schreiben 

X = re'' 

dann bezeichnet r den vom Anfangspunkte nach dem Punkte x gezogenen Leitstrahl und f den 
Winkel, den derselbe mit der Y-Axe bildet. Wir machen ferner die Voraussetzung, dass dem 
Werthe a; = oo auch nur ein Punkt entspricht; mit anderen Worten, wir denken uns die 
Ebene im Unendlichen geschlossen, oder wie eine Kugel mit dem Radius oo. 

Betrachten wir nun die unter dem Integralzeichen vorkommende algebraische Function 



s^Vx {l—x) {l—y?x) {l—)?x) (l—fi^x) = V{x, X, X,fx) 

so hat diese Function in der X-Ebene für jeden Punkt zwei entgegengesetzte Werthe. Wenn 
man von einem festen Punkte x^ aus, für den man einen der beiden Werthe ± Sq angenommen 
hat, zu einem beliebigen Punkte x geht, so wird man den Weg immer so einrichten können, 
dass man durch stetige Fortsetzung der Function s von dem Anfangs werthe Sq aus sowohl den 
positiven als den negativen Werth im Punkte x erhält; man braucht nur um einen der Punkte 

0, 1, — , — , — , oo herumzugehen, in denen die beiden Zweige der Function zusammenfallen, 

und die wir aus dem Grunde „Verzweigungspunkte^ nennen. Canchy hat dafär den Namen 
„points critiques'^; in ihnen hört nach seinem Ausdrucke die Function auf „monodrome'^ 
zu sein. 

Man erkennt hieraus, dass man bei der Untersuchung algebraischer Functionen beständig 
vom Wege abhängig ist, so lange man in einer Ebene operirt; und es fragt sich, ob nicht 
eine Methode angebbar, um sich davon zu befreien? Dieses Problem hat Biemann zuerst 
allgemein gelöst durch seine mehrblättrigen Flächen und Verzweigungsschnitte. In unserm 
vorliegenden Falle denken wir uns nämlich über die X-Ebene zwei neue Ebenenblätter aus- 
gebreitet, wie sie selbst unendlich und geschlossen, und markiren in beiden die Verzwei- 
gungspunkte. Wir bestimmen dann die Functions einwerthig im obem Blatte durch stetige 
Fortsetzung von einem bestimmten Anfangs werthe ^o ^^^t ^^ Folge dessen muss sie längs 
gewissen Linien unstetig werden, denn verbindet man zwei beliebige Verzweigungspunkte 
z. B. und 1 durch eine Linie, und ist in einem Punkte auf der linken Seite dieser Linie 
(man steht in der Y-Axe und sieht nach der positiven Seite) der Werth der Function (+ ä). 
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fio ist er in dem entsprechenden Punkte auf der rechten Seite ( — s)y da die Function durch 
Umlauf um einen einfachen Verzweigungspunkt, wie bekannt, den Factor ( — 1) erhält. Ver- 
binden wir ebenso -^ und -^^ -;- und cx) durch Linien, und setzen fest, dass die Function 

diese Linien nicht überschreiten soll, so ist sie, da dadurch der Umlauf um jeden der sechs 
Verzweigimgspunkte gehindert wird , in der obem Fläche einwerthig aber nicht mehr stetig, 
denn zu beiden Seiten der Linien hat sie entgegengesetzte Werthe. Wir setzen dann fest, dass 
im untern Blatte dem Punkte x inmier der andere Werth von s entsprechen soll, entgegen- 
gesetzt dem, den die Function im obem Blatte hat; sie ist dann auch im untern Blatte einwer- 
thig bestimmt und wird längs derselben Linien unstetig. Diese Doppelfläche repräsentirt uns 
also einwerthig alle Werthe von S] zu jedem x gehören zwei Punkte: (ä, x) in der obem und 
( — «, x) in der untern Fläche, entsprechend den beiden Werthen der Function im Punkte x. 

Da man nun aber analytisch durch den Umlauf um die Verzweigungspunkte vom 
Punkte X aus bis wieder zu ihm zurück die Function s in stetiger Fortsetzung zu dem ent- 
gegengesetzten Werthe an demselben Punkte x führen kann, dies aber graphisch nichts 
anders heisst, als man kommt aus einem Blatte in das andere, indem für jedes Blatt die Func- 
tion einwerthig bestimmt sein soll, so folgt daraus, dass die beiden Blätter an gewissen Stellen 
zusammenhängen, d. h. in einander übergehen müssen, wenn anders die graphische Reprä- 
sentation mit der analytischen Anschauung zusammenfallen soll. Es ist bekannt, dass, wenn 
man die Function s um einen einfachen Verzweigungs werth herumfuhrt, man am Ausgangs- 
punkte zu dem entgegengesetzten Werthe kommen muss; geht man noch einmal herum, so 
kommt man wieder zu dem ursprünglichen Werthe. Geht man um zwei Verzweigungswerthe 
herum bis wieder zu demselben Punkte a:, so ist der Werth von s wieder derselbe. Dies erreichen 
wir, wenn wir die beiden Blätter längs der drei Unstetigkeitslinieh durchschneiden und so 
zusammensetzen, dass links unten ( — s) mit rechts oben ( — s) und rechts unten (+ ä) mit links 
oben {+s) zusammenhängt, dass also in diesen Schnitten die Flftohen sich durch einander 
dorohsetsen. Fig. 1 zeigt uns dann den Verlauf einer beliebigen in dieser zusammenhan- 
genden Doppelfläche gezogenen Linie, wobei die im untern Blatte verlaufenden Stücke der 
bessern Anschaulichkeit wegen punktirt sind. Die Function s ist nun in der ganzen Fläche, 
die wir T nennen wollen, und die ihre Verzweigungsart darstellt, einwerthig und stetig, 
denn durch die Zusammensetzung der beiden Blätter sind die Unstetigkeiten gegenseitig 
aufgehoben worden; sie kann demnach als eine völlig bestimmte stetige Function des 
Ortes in dieser Fläche angesehen werden. — Man sieht leicht, dass diese Fläche voll* 
ständig die analytische Eigenschaft der Function s repräsentirt. Ziehen wir in der obem 
Fläche eine Linie um die Punkte — 1, so geht diese nicht in die untere Fläche über: man 
erhält also für den Werth x wieder denselben Werth Sj von dem man ausging; ebenso ist es, 

wenn man um die Punkte 1 und — herumgeht: man kommt dann beim Überschreiten von 

* 11 
— 1 in die untere Fläche, bleibt darin bis zum Schnitte -7 -. kommt durch Überschreiten 

dieses wieder in die obere Fläche , also an demselben Punkte x wieder zum ursprünglichen 
Werthe von Sj wie es ja analytisch verlangt wurde. Geht man nur um einen Verzwei* 
gungspuukt herum, so kommt man ersichtlich zu dem Punkte x im andern Blatte, also zu dem 
entgegengesetzten Werthe von ä, da man dann eine der Verzweigungslinien nur einmal 
schneidet; gebt man noch einmal herum, so schneidet man zum zweiten Male, kommt also 
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wieder in das erste Blatt zum ursprünglichen Werthe. Es ist übrigens^ wie man bemerk; en 
kann, ganz beliebig , welche von den Y<erzweigungspunkten man zu je zweien verbindet; das 
leitende Princip ist nur, die Zerschneidung so einzurichten, dass man in der Fläche durch 
Umlauf um eine gerade Anzahl von Verzweigungspunkten zu demselben Werthe von s^ durch 
Umlauf um eine ungerade Anzahl zu dem entgegengesetzten Werthe kommt. Für unsere Unter- 
suchung halten wir die gemachte Zerschneidung als die einfachste fest, ziehen die Schnittlinien 

gerade und nennen die Punkte — ^^1, — — — , — — oo conjugirte Verzweigungspunkte. 

§.3. 
Jede aus s und x rational zusammengesetzte Function y (^, x) ist nun auch in der Fläche 
T einw^rthig und stetig (d. h. nicht längs einer Linie unstetig), da s und x es darin sind; wir 
nennen sie gleichvenweigt. Umgekehrt lässt sich leicht zeigen, dass, wenn eine Function ein- 
werthig und stetig in T, also gleichverzweigt ist, sie sich rational durch s und x ausdrücken 
lässt. Alle diese Functionen haben die Bigenschaft in ebenso vielen Punkten der Fläche T 
unendlich gross als unendlich klein von der ersten Ordnung zu werden, und durch die Punkte, 
wo sie unendlich gross werden, sind sie bis auf Constante bestimmt. Wir nennen dabei eine 
Function unendlich klein von der ersten Ordnung im Punkte a (und bezeichnen dies durch 0^), 
wenn ihr Logarithmus bei einem linksherumgehenden Umlaufe der Variablen um ein diesen 
Punkt umgebendes sehr kleines Flächenstück, in dem keine weitern 0* oder oo* Punkte der 
Function liegen, um 2to wächst. Ist also der Punkt a kein Verzweigungspunkt, so ist {x — a) = 0*; 
ist dagegen a ein Verzweigungspunkt, so ist {x — ay^*= 0* in diesem Punkte, denn dann muss 
man, um das ganze den Punkt a in unmittelbarer Nähe begrenzende Flächenstück einzuschliessen, 

zwei Umläufe machen und dadurch würde log (x — ä) um 4to wachsen. Demnach wird VI — x^x 

im Punkte a; = — : 0*, also 1 — x^x dort unendlich klein von der zweiten Ordnung. Dies ergiebt 

sich auch leicht, wenn man bedenkt, dass in einem Verzweigungspunkte zwei Punkte der 
Fläche T zusammenfallen, {x — ä) wird in zwei Punkten 0*, von denen der eine im obern, der 
andere im untem Blatte liegt; wird nun a ein Verzweigungspunkt, so fallen die beiden Nullpunkte 

aufeinander, (x- — a) wird dann in einem Punkte unendlich klein von der zweiten Ordnung. Für 

1- . 

den Unendliehkeitspunkt ist — = 0\ wenn im Unendlichen kein Verzweigungspunkt liegt, da 

a? 1 i. 

aber bei der Fläche Tder Punkt jc = oo ein Verzweigungspunkt, so wird dort — = 0^, a:« = oo*:a? 

wird also in diesem Punkte unendlich gross von der zweiten Ordnung. Demnach wird eine 
ganze Function von x vom n^"^ Grade /(«^"^ für x = cx>: öo% folglich auch fttr 3n-Punkte 
0*; sie wird nämlich für w -Werthe von x gleich 0, und jedem <c entsprechen im Allgemeinen 

zwei Punkte der Fläche; s •=)/ (Xj x, A, fi) wird für a: = oo : oo* und für die fünf im Endlichen 
liegenden Verzweigungspunkte 0\ Bei diesen Untersuchungen wird immer ein Punkt, wo die 
Function von einer hohem Ordnung unendlich gross oder klein wird, ebenso vielen einfachen 
oo^ und 0^ Punkten gleich geachtet. Eine solche wie T verzweigte Function lässt sich um einen 
Punkt a herum, für den sie nicht oo wird, nach steigenden Potenzen von {x — a) entwickeln, 
wenn derselbe keiner der fünf endlichen Verzweigungspunkte ist; für diese nach steigenden 

Potenzen von (x — a)«. Um den Unendlichkeitspunkt der Fläche T lässt sie sich, wenn sie dort 

endlich bleibt, nach steigenden Potenzen von — entwicklen , da derselbe auch ein Verzwei- 
gungspunkt ist * 
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Der allgemeinste AoBdruek einer wie' die Pläehe T verzweigten Function ^ der sich also 
rational aus s und x zusammensetzt, ist nun, da s^ eine rationale Function von x, 

~ ^1 -f- jB^ . « 

vfo Afi^ B^^ Ai^ Bi ganze rationale Functionen beliebigen Grades von x sind. Es wird uns für 
die Folge nützlich sein, zu untersuchen, wann und wie wir diesen Ausdruck so bestimmen 
können, dass er für beliebig zu wählende Punkte oo wird, und wie von diesen die Punkte, wo 
er dann wird, abhängig sind. Um gleich den allgemeinsten Fall dieser Bestimmung zu 
betrachten , nehmen wir an , das? für a: = oo , ^ =s oo der Ausdruck F einen willkürlichen 
Werth habe; dann müssen die höchsten Potenzen im Zähler und Nenner dieselben sein, und 
Fwird nur oo, wenn der Nenner verschwindet, nur 0, wenn der Zähler verschwindet Wir 
können in F zwei Formen unterscheiden (die uns beide dasselbe Resultat liefern werden) , je 
nachdem Zähler und Nenner für x = oo von einer geraden oder ungeraden Ordnung oo werden. 
Sei also 

'^ ^ * ?o(«^*^) + yi(aJ^"^) . 9 

wo die eingeklammerten Indices jedesmal die höchste vorkommende Potenz der Variablen 
bezeichnen, und sei 

2w > 2m +5 

2n > 2^1 + 6 



dann werden Zähler und Nenner fiir a; = oo unendlich von der Ordnung 2w, folglich auch 
für 2n Punkte uneüdlich klein von der ersten Ordnung. Wir können die Constanten des 
Nenners so bestimmen, dass er für p beliebig zu wählende Punkte 0^ wird, wo p natürlich 
nicht grösser als die Anzahl der Constanten im Nenner sein darf; dann wird er ausserdem 
noch für 2n — p Punkte 0\ Der Zähler des Ausdrucks F^ enthält w + m + 1 unabhängige 
Constante; bestimmen wir diese so, dass der Zäliler auch für die 2n — p Punkte verschwindet, 
wie der Nenner, so bleiben noch 

(n+w + l) — (2w — p) :=p-f-wi — w+1 

Constante willkürlich. Nehmen wir m so gross , als die Relation 2n >- 2m -}- 5 es erlaubt , so 
wii?d m — w = — 3 : und p + m — n-f- 1 = ?- — 2. Wir haben so eine Function gewonnen, 
die für p beliebig zu wählende Punkte oo^ wird, indem für 2» — p Punkte Zähler und Nenner 
gleichzeitig 0^ werden, und die im Zähler p — 2 willkürliche Constante enthält. Die zweite Form: 

wo 

2» •< 2m + 5 

2ni<2m + 5 

wird für 2m + 5 Punkte oö^ und 0*. Wir bestimmen den Nenner des Ausdrucks so, dass er 
für p beliebig festzusetzende Punkte 0^ wird , und die n + m + 1 Oonstanten des Zählers so, 
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dasB er für die 2m + 5 — p Punkte, für die der Nenner noch verschwindet, auch verschwindet; 
dann bleiben 

(n+w + l) — (2w-f 5 — p) = p + ^ — ^ — 4 

Constante willkürlich. Nehmen wir n möglichst gross , so wird n — m = 2 : und 
p4- w — w — 4 = p — 2, wie im ersten Falle. 

Wir können also, wenn p>*2, den Ausdruck i^ immer so bestimmen in seinen Constanten, 
dass er flkr p ganz beliebig su wfthlende Punkte der Fläche Too^ wird. Von den p-Punkten, 
für die er dann 0* wird, können wir p— 2 beliebig wählen, da der Zähler p — 2 unabhängige 
willkürliche Constante enthält, von denen er eine lineare Function ist. 

Ist aber p = 2 y so enthält der Zähler keine willkürliche Constante mehr , d. h. er ist 
vollkommen bestimmt dadurch, dass er für die Punkte verschwindet, für die ausser den p 
noch der Nenner verschwindet. Er kann sich folglich von dem Nenner nur um eine multipli- 
cative Constante unterscheiden , und F selbst wird eine Constante. Es giebt also keine wie T 
verzweigte Functionen, die für swei beliebig zu wählende Punkte der Fläche öo^ werden. 
Nur wenn die beiden Punkte demselben Werthe x entsprechen, existiren solche Functionen 
und ihr allgemeinster Ausdruck ist 

m -{• nx 
m' + n'x ' 

sie werden in zwei wie (s, x) und ( — Sj x) über einander liegenden Punkten oo^ und in zwei 
ebenso gelegenen von den ersteren unabhängigen 0^. Dass es endlich keine wie T verzweigte 
Functionen giebt, die nur für einen Punkt oo^ und 0^ werden, ist klar, denn dann enthielte F 
eine negative Anzahl von Constanten, was keinen Sinn hat. 

§. 4. 
In der Fläche T betrachten wir jetzt die Integralfunction 

(a'\-ßx) dx 



/{a-^-px) dx 
Vx {l—x) (l-x«a?) (1-X«a?) (1— fi'a?) * 



Die unter dem Integralzeichen stehende Function hat in der Fläche allenthalben einen 
bestimmten Werth und ändert sich stetig ; sie wird unendlich für die fünf im Endlichen liegen- 

o c 

den Verzweigungspunkte wie lim 5- ; für a: = 00 wird sie wie lim — - . Die Integral- 

function bleibt demnach allenthalben, in der Fläche endlich; sie ist ein immer ondliöh bleiben- 
des Integral. Gehen wir von dem Anfangspunkte der Integration , den wir einstweilen als 
nehmen wollen, zu einem Punkte x^s der Fläche, so wird bekanntlich das Integral einen ver- 
schiedenen Werth erhalten, je nach dem Wege, den wir die Integrationscurve durchlaufen 
lassen. Liegt z. B. der Punkt x^s in dem obem Blatte, so kann man die Integrationscurve 
ganz in demselben verlaufen lassen oder auch theilweise in dem untern; man kann ein oder 
mehrere Male um conjugirte Verzweigungspunkte gehen etc. und jedesmal wird die Integral- 
function im Punkte x^s einen von den frtlhem verschiedenen Werth erhalten. Es ist aus der 
allgemeinen Theorie bekannt, dass zu einem Wertho von x unzählige Werthe von u gehören; 
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ee findet dies analog schon bei den einfacheren Integralen^ den elliptischen und circularen, 
Statt. Es fragt sich, ob wir uns bei dieser Classe von Functionen nicht auch vom Wege unab- 
hängig machen können , wie es uns mit den algebraischen Functionen in dem vorigen Para- 
graphen gelungen ist. Dieselbe Methode wie vorher können wir natürUch nicht anwenden, denn 
wir müssten dann, da die Integralfunction unendlich viele Zweige hat, die Fläche T noch mit 
unendlich vielen Blättern bedecken, so dass in jedem Blatte ein Zweig der Function läge. Allein 
das eigenthümliche Verhältniss der Zweige zu einander, was wir bald näher feststellen werden, 
gestattet, einen Zweig durch passend angebrachte Linien (Querschnitte) von den übrigen zu 
trennen und für sich in der Ausdehnung der ganzen Fläche zu betrachten. Wir verdanken 
Riemann auch diese sinnreiche graphische Methode; sie ist eine natürliche Folge des 
bekannten Cardinalsatzes über die Integration durch das Imaginäre, von dem wir hier aus- 
gehen wollen. Er lautet: 

„Ist in einer die X-Ebene einfaoh oder mehrfach bedeckenden Fläche v) eine einwerthige 

stetige Function des Ortes von a:, so hat/w? . dx durch eine geschlossene Curve ausgedehnt, 

c 

innerhalb deren w nicht unendlich wird wie lim , den Wertb 0, wenn die Curve die 

x—a a? — a 

ganie Begrenzung eines Theiles der Flftohe ausmacht^ 

Der Beweis dieses Satzes von Cauohy^) ist nicht allgemein genug, da er für eine Ebene 
gefuhrt ist und in Folge dessen innerhalb des betreffenden Flächentheils keine Verzweigungs- 
punkte liegen dürfen; wir geben desshalb in Kürze den von Riemann , der sich in etwas 
anderer Weise in seiner Dissertation (Seite 9 u. ff.) findet. Es war a: = y + 2?e, und es mögen 
Fund Z zwei einwerthige Functionen des Ortes y, z bezeichnen, die in dem betracnteten Theile 
der Fläche sammt ihren Derivirten endlich bleiben ; wir ziehen dann eine geschlossene Curve 
die einen Theil der Fläche vollständig begrenzt , und dehnen das Integral 



im-'-^^-^' 



über die ganze von der Curve umschlossene Fläche aus. Durch Integration des ersten Theiles 
nach y, des zweiten nach z findet man leicht, dass der Werth des Flächenintegrals gleich ist, 
dem Werthe des Curvenintegrals 



f{Z.dz\^ Y.dy) 



über die ganze Begrenzung in positiver Bichtung erstreckt. Hierbei sind dy^ dz zum Unter, 
schiede von dy, hz die Änderungen von y und z^ die entstehen, wenn man in der Begrenzung 
von einem Punkte zu einem benachbarten übergeht. Unter positiver Richtung beim Durch- 
laufen verstehen wir diejenige, bei der man den Flächentheil, den die Curve begrenzt, immer 
auf der linken Seite liegen hat. Wir setzen Y = «?, Z = wi^ und sei w =/{x) =^f(y + zi)y 

so dass 2 — = — -; so folgt, wenn wir diese Werthe in die gefundene Gleichung einsetzen, 



8y 3 



// li- — J 8y . 8« = / tt? {dy + ^'- dz) = j w. dx. 



^) Comptes rendus de rAcad^mie dei S^üeooei ld46. 
(Prym.) 2 
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Ein jedes Element des ersten Integrals verschwindet, weil die Gleichung i = 

für jeden Punkt des betrachteten Flächentheiles gilt, indem durch die Bestimmung, dass die 
Derivirten endlich sein sollen, die linke Seite nie unter der unbestimmten Form oo — oo 
erseheinen kann ; filr diesen Fall ist also 



/».«fa = 0. 



Aus diesem Falle ergiebt sich sofort der allgemeinere, wo innerhalb des begrenzten Fl'ä- 

chenstückes Punkte a liegen, für die w oder — - unendlich werden» Der Werth des obigen Inte- 

grals ist alsdaon gleich der Summe der Integrale / 1£7 . c2x in kleinen Kreisen und in positiver 
Richtung um die Punkte a erstreckt, da wir vermöge des bewiesenen Falles alle die Flächen- 

theile ausscheiden können^ für die to und ~ endh'eh sind, indem das Integral Jw.dx um sie 

herum erstreckt den Werth hat Für einen solchen Punkt a hat nun w nothwendig den 
Charakter einer Function 'Lc^{x — a)**, wo die 9n <C 1 sind, denn man kann immer die Con- 

stauten c und m so bestimmen, dass w — Sö^(a? — a)" und Sc^m (x — a)**~Mn dem betref- 

f enden Punkte a den Werth haben, da w als einwerthige Function des Ortes nur algebraisch, 
nicht logarithmisch unendlich werden soll. Ist a kein Y erzweigungspunkt , so müssen die m 
negative ganze Zahlen sein (m = betrachten wir sowohl als negative, wie als positive ganze 
Zahl), denn sonst wäre w nicht einwerthig in der Fläche, wenn einige m Brüche wären; 
integrirt man in einem kleinen Kreise um einen solchen Punkt herum , indem man 

X — a = rc'*, dx = re'^ . rfcp . e 
setzt, so resultirt für das allgemeine Glied der obigen Summe : 

,dx c /• * rfy.t 



/c.dx c r 

(x—aY r"-* J 





imd dieser Ausdruck ist, da n eine positive ganze Zahl sein soll, inmier 0, ausser wenn n = 1 : 

/c mdcc 
— — -. Ist dagegen a ein i^-facher Verzweigungspunkt, um den 

herum also v Blätter der Fläche zusammenhangend sich winden, so können einige m auch 
gebrochene Zahlen sein, und sie lassen sich dann, da w einwerthig in der Fläche sein soll, alle 

nothwendig in die Form— bringen, wo |i eine positive oder negative ganze Zahl. Um einen 

solchen Y-fachen Yerzweigungspunkt vollständig abzugrenzen, müssen wir v Umläufe um ihn 
machen, in jedem Blatte einen; dann folgt 








cdx 



und dieser Ausdruck ist immer 0, ausser wenn ji + v = : dann ist sein Werth c . v . 2xi = / 

für den v-fachen Yerzweigungspunkt a. Somit ist der aufgestellte Satz in seiner ganzen Allge- 
meinheit bewiesen und er lässt sich auch folgen dermassen aussprechen: 
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„Ist w in einer ein- oder mehrblättrigen Fläche eine einwerthige und stetige Function 

des Ortes von x, die für keinen Punkt unendlich wird wie lim (zu welchen Functionen -j- 

auch gehört) y so hat fw.dx auf zwei verschiedenen Wegen zwischen zwei beliebigen festen 
Punkten erstreckt immer denselben Wexfh, wenn diese beiden Wege zusammengenommen 
die ganse Begrenzung eines TheUes der Fläche ausmachen.^ Denn es ist nach dem bewiese- 
nen Lehrsatze unter den festgesetzten Bedingungen (s. Fig. 1"*): 



>.« 



/ tu .dx (über a') + j w.dx (über a") = 0, 

daher auch*^ 

w . dx (über a) = j w.dx (über a"). 

« a 

Dieser Cardinalsatz giebt uns ein Mittel zur Classification solcher Flächen , die die Ver- 
zweigung algebraischer Functionen repräsentiren. Wir nennen eine Fläche einfach zusam- 
menhangend, wenn eine jede in ihr gezogene in sich zurücklaufende Curve die ganze 
Begrenzung eines Stückes der Flftche ausmacht, durch sie die Fläche also in getrennte 
Theile zerlegt wird. Eine solche ist z. B. jede unendh'che Ebene; zieht man in ihr eine 
geschlossene Curve, so wird dadurch gleichsam ein Stück aus ihr herausgeschnitten. Anders 
verhält es sich bei mehrblättrigen Flächen, wozu unsere T gehört. Ziehen wir z. ß. um die 
conjugirten Verzweigungspunkte — 1 im obern Blatte eine geschlossene Curve, so wird 
die Fläche keineswegs in getrennte Theile zerspalten, eben weil man durch die Verzweigungs - 
schnitte gehend von der innern Seite der Curve zur äussern kommen kann. Eine solche Fläche 
heisst mehrfadi zusanunenhangend; ^ie heisst (n-|-l)-fach zusammenhangend, wenn man 
sie durch ein System von n geschlossenen Linien, die wir Querschnitte nennen wollen, und 
die ihre Begrenzung bilden, in eine einfach zusammenhangende zerle^n kann. Das Gesagte 
wird in dem Folgenden ^klare und anschauliche Gestalt gewinnen. 



In unserer Fläche T hat nach dem ausgesprochenen Lehrsatze die Integralfunction u 

(die nirgendwo logarithmisch unendlich wird, da in keinem Punkte — unendlich wie lim ) 

von einem festen Anfangspunkte bis zu einem Punkte x^s auf einem Wege erstreckt nur dann 
denselben Wexfh wie auf einem andern, wenn beide Wege zusammen die ganze Begren* 
zung eines Theiles der Flftche ausmachen. Wäre die Fläche T einfach zusammenhangend, 
so würde dies immer der Fall sein , und der Werth des Integrals wäre alsdann von dem Inte- 
grationswege vollkommen unabhängig. Wir zerlegen also durch Querschnitte die mehrfach 
zusammenhangende Fläche T in eine einfach zusammenbangende T'\ dies kann auf die ver- 
schiedenste Weise geschehen, immer aber ist die Anzahl der Querschnitte dieselbe, wie wir 
weiter unten sehen werden. 

Die vorliegende Fläche T hat keinerlei Begrenzung, da wir sie als ein System zweier 
im Unendlichen geschlossener Ebenen auffassen, die längs den Verzweigungsschnitten zusam- 
menhängen. Wir ziehen eine beliebige geschlossene Curve im obern Blatte, durch die die 
Fläche nicht in getrennte Theile zerlegt wird, z. B. um die conjugirten Verzweigungspunkte 
— 1 (siehe Fig. 2) , und betrachten ihre beiden Seiten als sur Begrenjrang gehOxig; 



12 Friedrich Prym. 

dann besteht die Begrenzung aus zwei getrennten Linien, nämlich der innern und der äussern 
Seite der Curve. Die weitere Zerlegung der Fläche geschieht dann so, dass jeder folgende 
Schnitt von einem Punkte eines frühern nach demselben Punkte auf der andern Seite geht, 
oder in sich selbst zurückläuft, wenn in dem frühern schon ein anderer Schnitt mündet; dies 
wird so lange fortgesetzt wie möglich, bis die Fläche in eine einfach zusammenhangende 
zerlegt ist. Wir gehen folglich von einem Punkte d auf der innern Seite des Querschnittes I 
aus, kommen durch den Verzweigungsschnitt — 1 in die untere Fläche und durch den Ver- 
zweigungsschnitt — — --J wieder in die obere bis zum Punkte ä auf der äussern Seite: wobei 

wir, und auch in der Folge, die im untern Blatte liegenden Theile der Querschnitte punktiren. 
Durch diesen Querschnitt II, dessen beide Seiten wir als zur Begrenzung gehörig betrachten, 
sind nun die beiden getrennten Begrenzungen, die durch den Querschnitt I gebildet wurden, 
verbunden, und die Begrenzung der Fläche besteht aus einem Stücke. Die Fläche ist aber noch 
nioht einfaeh zusammenhangend, wir ziehen desshalb einea Querschnitt III von einem Punkte 

des Querschnittes II im obern Blatte aus um die Verzweigungspunkte — und — und lassen 

ihn in einem seiner früheren Punkte enden. Die Begrenzung besteht wieder aus zwei getrenn- 
ten Theilen, nämlich der innern Seite des Querschnittes III und der äussern, welche letztere 
mit den beiden Seiten des vorigen Querschnittpaares eine in sich zurücklaufende Curve bildet 
Verbinden wir nun noch diese getrennten Theile durch einen Querschnitt IV, der um die con- 

jugirten Verzweigungspunkte — — oo gehend von einem Punkte h der innern Seite des Quer- 

Schnittes III zum entsprechenden Punkte auf der äussern Seite gezogen ist, so besteht die 
Begrenzung aus einem zusammenhangenden Stücke, und die dadurch begrenzte Fläche Ty die 
wir als solche T nennen wollen, ist einfach Busammenhangend , denn man kann kedne, die 
Begrenzung natürlich nicht schneidende^ geschlossene Curve mehr ziehen, durch die die 
Fläche T nicht in getrennte Theile zerlegt wird. Da unsere Fläche T durch vier Querschnitte 
in eine einfach zusammenhangende T zerlegbar, so war sie demnach fllnffech smammen« 
hangend. Wie schon bemerkt, haben die Querschnitte eine ganz willkürliche Gestalt und eben so 
die Punkte, wo zwei Querschnitte in einander münden, wie z. B. ä, eine ganz beliebige Lage. 
Jede Seite eines Querschnittes dient dem resp. anliegenden Theile der Fläche als Begrenzung, 
und diese wird positiv durchlaufen (welche Richtung in Fig. 2 die Pfeile andeuten), wenn wir 
dabei die von ihr begrenzte Fläche immer auf der linken Seite haben. 

§. 6. 

Nachdem wir sö unsere vorgelegte Fläche T, indem wir ihr eine Begrenzung gaben, in 
eine einfach zusammenhangende T' zerlegt, deren Kriterium darin besteht, dass wenn man in 
ihr auf zwei verschiedenen Wegen von einem Punkte zum andern geht, diese beiden zusam- 
mengenommen immer die ganze Begrenzung eines Theileis der Fläche bilden: können wir den 
Lehrsatz, von dem wir ausgingen, anwenden, und es folgt daraus, dass unser Integral u 
zwischen zwei festen Endpunkten in der Fläche 2" beliebig erstreckt immer ein und denselben 
Werth hat; es ist daher in der Ausdehnung der ganzen Fläche T eine einweifhige endliche 
und stetige Function des Ortes » d. h. nnabhängig von dem Integrationswege , der selbstver- 
ständlich die Begrenzung von T' nicht schneiden darf. Eine weitere Frage ist jetzt, wie sich 
die Werthe der so allenthalben in T' bestimmten Function u zu beiden Seiten der Querschnitte 
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verhalten, oder, um einfacher zu reden, wie sich die Function u beim Überschreiten der Quer- 
schnitte ändert? Um dies bu untersuchen, müssen wir eine positive und negative Seite unter- 
scheiden, und wir nehmen für die Folge bei allen Querschnitten die innere als die positive, die 
äussere als die negative an. Wir bezeichnen die Querschnitte der Reihe nach von links nach 
rechts mit Oi, ii ; a^, &«; dann münden a^^b^BO wie a^yb^ in einander resp. in den Punkten d 
und 6. Jeden dieser beiden MOndungspunkte wollen wir vierfach bezeichnen, je nachdem wir 
ihn auf der einen oder andern Seite der Querschnitte a oder b liegend denken. Die o, mit b^ 
verbindende Linie, die eigentlich zum Querschnitte a% gehört, nennen wir c (s. Fig. 2). Wir 
können fiir's Erste bemerken, dass die Function u beim Überschreiten der Linie c stetig 
bleibt; gehen wir nämlich in der Fläche T' von einem Punkte auf der einen Seite von c bis 
zu demselben Punkte auf der andern, indem wir längs der Begrenzung, die durch das Quer- 
schnittsystem Ol, 6, gebildet wird, in der Richtung der Pfeile integriren, so wird jeder dieser 
beiden Querschnitte und ein Stück von c zweimal, das zweite Mal in entgegengesetzter Richtung 
durchlaufen, die Elemente des Integrals/ c2i^ heben sich also gegenseitig auf und sein Werth, der 
die Differenz der Werthe von u auf der einen und andern Seite von c angiebt, ist 0. Die Func- 
tion hat demnach in einem Punkte auf der einen Seite denselben Werth wie in demselben 
Punkte auf der andern Seite; man kann folglich bei Integrationen immer die Linie c über- 
schreiten, ohne däss dies den Werth des Integrals /rfw in T' beeinflusst. — Gehen wir nun von 
dem Punkte ci" auf der negativen Seite von a^ zum entsprechenden Punkte a auf der positiven, 
indem wir die äussere Seite des Qaerscfanittes b^ durchlaufen, so ist die Differenz der Werthe 
von u in diesen beiden Punkten, die wir mit u^^ — w"~* bezeichnen wollen, gleich dem Inte- 
grale fdu längs des Querschnittes- J^ von o"' bis a erstreckt: also gleich dem Integrale fdu 

rechtsherum um die Verzweigungspunkte 1 und — erstreckt Der Werth dieses Integrals bleibt 

ungeändert, wenn man den Punkt, wo die Integrationscurve den Querschnitt a^ trifft, vom 
Punkte ä ab auf der Linie a^ beliebig verschiebt, da man bei der Integration durch eine geschlos- 

sene Curve beliebige Flächenstocke, in denen die Function — endlich und stetig bleibt, 

ein- und austreten lassen kann. Man erkennt daraus^ dass fOr jeden Punkt des Querschnittes 
a^ die Bifferens der Werthe von u auf der positiven und negativen Seite eine constante ist 

Diese in der ganzen Ausdehnung des Querschnittes constante Grösse nennt man den Periodi- 
citatsmodul der Function u tüi den Querschnitt o^. Eben so findet man durch ähnliches 
ßaisonnement^ dass die Periodicitätsmodulen für die übrigen Querschnitte constante Grössen 
sind, unabhängig von der Gestalt der Schnitte; ihr Werth ist gleich dem Integrale /^u 
erstreckt durch die resp. Querschnitte, die von der negativen auf die positive Seite der 
betrachteten fuhren ; sie sind demnach bestimmte Integrale, die um zwei Versweigungspunkte 
herumgehen. 

Wir wollen jetzt die Periodicitätsmodulen für die Querschnitte aj, 4i, Oa, J,, die wir resp* 
mit A^^\ ^^\ A^*\ B^^ bezeichnen, auswerthen. Für die Linie c ist nach dem Vorigen der 
Periodicitätsmodul gleich 0. Zu dem Ende ziehen wir die Integrationscurven der bestimmten, 
die Periodicitätsmodulen repräsentirenden Integrale nach jeder Richtung möglichst zusanunen 
und machen sie geradlinig, so dass sie sich ganz an die Abscissenaxe anlegen. Dies ist 

erlaubt, da dadurch nur Flächenstücke, in denen — endlich bleibt, ein- und austreten, womit 

dos. 

keine Änderung der Werthe der durch geschlossene Curven erstreckten Integrale verbunden 
ist Wir erhalten dann: 
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1. „+» _ U-' =: A^'^ =Jdu -\-f— du = 2jdu = 2K'i, 

2. ti-^^ — u''* = B^'^=fdu+f—du = — 2fdu= — 2K , 

10 

1 

3. u+» _ M-» = ^w = r<fM + /*— du= 2 TrfM = 2L , 

1, 1. i. 

4. u^* — u-^ = B^^^ = f du -{- f— du = — 2 rdu= — 2Li. 



X« X« 



Bei dem zweiten Integrale in jeder Formel hat du das entgegengesetzte Vorzeichen wie beim 
ersten ^ weil dort die Integrationscurve entweder auf der andern (rechten) Seite eines Verzwei- 
gungsschnittes (wie bei 2. und 3.) oder in der untern Fläche (wie bei 1. und 4.) verläuft, in 
welchen beiden Fällen s , und folglich auch duj einen dem ursprünglichen entgegengesetzten 
Werth hat. Die Integrationscurv^n der Integrale 1. und 3. gehen rechts, diejenigen der Inte* 
grale 2. und 4. links um die betreffenden Verzweigungspunkte herum : eben weil dieselben 
yon der negativen auf die positive Seite der Querschnitte, deren Periodicitätsmodulen sie 
repräsentiren , fuhren müssen. Unter den im §. 1 über die Grössen a, ß, x, X, (i gemachten Vor- 
aussetzungen haben die Grössen Kj -F, Lj 11 reelle Werthe, wie sich leicht durch Betrachtung 

der Wurzelgrösse -^ — - "" ^^ ergiebt. 

Unsere durch Beschränkung des Integrationsweges des Integrales u auf die Fläche T' 
entstandene Integralfunction Uy die in Folge dessen allenthalben in der Fläche T' einwerthige 
und stetige Bestimmtheit hat, ist demnach so in der Begrenzung dieser Fläche beschaffen, 
dass ihre Werthe zu' beiden Seiten eines Querschnittes in den entsprechenden Punkten nur 
um eine Constante verschieden sind; mit anderen Worten, sie ändert sich beim Überschreiten 
der Querschnitte um constante Modulen , und zwar giebt es deren, den vier Querschnitten 
entsprechend, vier verschiedene, die als incommensurable Grössen insofern von einander unab- 
hängig sind, als nicht einer von ihnen sich aus endlichen Vielfachen der übrigen drei zusammen- 
setzen lässt. Hätten wir die Fläche Tauf andere Weise durch vier Querschnitte zerlegt, so wären 
auch andere Periodicitätsmodulen gekommen, die sich aber linear durch die vorliegenden vier 
ausdrücken lassen würden. Dies ist leicht zu zeigen, denn da die Periodicitätsmodulen bei jeder 
Zerlegung der Fläche nichts anderes sind als Integrale durch eine geschlossene Curve um zwei 
Verzweigungspunkte erstreckt, so ist der Beweis geliefert, wenn man das in der Beihe noch 



i/rft 



fehlende Integral / du durch die übrigen ausdrückejQ könnte. Zu dem Ende ziehen wir in der 

X» 

obern Fläche T eine geschlossene Curve um sämmtliche Verzweigungsschnitte (s. Fig. 3) ; 
da ausserhalb ihrer keine Verzweigungspunkte mehr liegen , so kann man nicht von der einen 
Seite auf die andere kommen, sie bildet also die ganze Begrenzung eines Theiles der Fläche^ 
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und folglich ist / du durch sie erstreckt gleich 0, Zieht man sie bis an die Verzweigunga. 
schnitte zusammen und macht sie geradlinig , so ergiebt sich : 



du + j du + J du A- I du + I 



du 

i i. 1 

«• X» u.« 



— du^Jdu + / — dtf + / (iw + / - 



+ 



du 



denn nur zu beiden Seiten der Verzweigungsschnitte hat du in einem Blatte entgegengesetzte 
Werthe. Es folgt die wichtige Relation: 

= fdu + I du-^- jdu 

die für jedes x, X, fi gilt. Jetzt sind uns die Werthe der Integrale, zwischen je zwei beliebigen 
Verzweigungspunkten auf der linken Seite der Abscissenaze in der obem Fläche erstreckt, 
bekannt y denn man hat 

du =^ Ky I du ^= K'iy I du =^ — j du — j du=: — K — L, 1 du =: Liy 1 du :^ Lj 



k* 



1 

und daraus ergeben sich durch einfache Zusammensetzung alle übrigen , z. B. 1 du = Ki + Li 

etc. Entsprechend finden wir die Werthe derselben einfachen Integrale, auf geradem Wege 
zwischen zwei Verzweigungspunkten erstreckt, für die untere Fläche auf den Strecken, wo 
dieselbe nicht mit der obem zusammenhängt, oder für die rechten Seiten der Verzweigungs- 
schnitte, wo solche das obere Blatt trennen, indem wir zwischen diesen Stellen dem du das 
negative Vorzeichen geben, wodurch die betreffenden Integral werthe auch nur bezüglich de« 
Vorzeichens geändert werden. Man sieht, dass eine andere Zerlegung der Fläche analytisch 
dasselbe ist, als wenn man durch Addition der vier vorliegenden Modulen vier neue von ein* 
ander unabhängige bildete: eine Erscheinung, die sich analog bei der Theorie der ellip- 
tischen Functionen findet. Hierin liegt auch der leicht auszuführende Beweis, dass die Anzahl 
der Querschnitte, durch die T in eine einfach zusammenhangende Fläche zerlegt wird , immer 
constant gleich vier ist. 

Das Resultat unserer Untersuchung ist jetzt, dass wir durch die Zerlegung der Fläche T 
in die einfach zusammenhangende T* und durch Beschränkung des Integrationsweges des 
Integrales / du auf diese letztere einen der nnendliöh vielen Zweige der Function u 
abgesondert haben; welcher dies ist hängt von dem Anfangs werthe u^ ab, den man der 
Function für a? = giebt. Die Function ist einwerthig in T bestimmt, wird dafür aber beim 
Überschreiten der Querschnitte unstetig; wir haben also dieselbe Erscheinung wie bei den 
mehrwerthigen algebraischen Functionen, die auch, wenn wir sie in einer Ebene einwerthig 
bestimmten, längs gewissen Linien unstetig werden mussten. Die verschiedenen Zweige 
der Function u unterscheiden sich nur um Vieli^he der Periodicitätsmodulen; längs eines 
Querschnittes stossen gleichsam zwei Zweige an einander, die sich um den betreffenden Perio« 
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dicitätamodul unterscheiden. Wenn man demgemäss nur einen Zweig betrachtet, mit anderen 
Worten sich vollkommen in der Fläche T' h&lt, so kann man u als ToUkpmmen 
bestimmte Function des Ortes in dieser nache ansehen, denn einem jeden Punkte x^s 
entspricht dann, wenn u^ bestimmt ist, nur ein Werth von u. Die Natur dieser Function werden 
wir bald durch die Liversion näher kennen lernen. Operirt man dagegen in der Fläche 7", so 
sind Umgänge um die Verzweigungspunkte, die in T' durch die Querschnitte gehindert werden, 
in beliebiger Anzahl gestattet: und da der Werth eines jeden Integrals / rfw , das in T durch 
eine geschlossene Curve ausgedehnt wird, sich durch Ganze der Periodicitätsmodulen , wie 
eben bewiesen, ausdrücken lässt, so folgt, dass man durch Integrationen um die Verzweigungs- 
punkte noch immer beliebige Vielfache der Perioden zu dem ursprünglichen Werthe von u im 
Punkte x^s zuaddiren kann. Bezeichnen nun tti, w, o, p vier ganze, positive oder negative 
Zahlen, so lassen sich (da K und L^ so wie K' und L incommensurable Grössen sein müssen, 
wenn anders nicht zwei Perioden in eine einzige zusammenfallen sollen) dieselben immer so 

bestimmen, dass , _ 

lim {mK + wL) = P , 

\im\oK'i + pL'i) = Qi , 

wo P + Qiy eine gans beliebige Grösse , zu u addirbar ist. Da man nun diese Grösse auch 
beliebig klein werden lassen kann, die Function u also, während x dasselbe bleibt, durch 
Stufen fortschreiten kann, die kleiner sind als jede noch so kleine Grösse, so kann ohne Vor- 
aussetzung eines bestinmiten Weges in T von einem eigentlichen Functionalzusammenhange 
zwischen x und u nicht mehr die Rede sein. In Folge dessen ist auch der Anfangswerth Uq 
eine ganz willkürliche Grösse, die man beliebig festsetzen kann. 

§. 6. 
Denken wir uns alle die Werthe, die u bei gegebenem Anfangs werthe in der Fläche T' 
hat, als Punkte auf einer Ebene ü abgebildet, so erhalten wir, da 2^ in T' stetig und endlich 
ist, eine die £7^- Ebene einfach oder mehrfach bedeckende Fläche, die der T' in den kleinsten 
Theilen ähnlich ist. In Folge dessen ist sie auch einfach zusammenhangeod, und einem Punkte 
in der einen Flä<;he entspricht nur ein Punkt in der andern, einer geschlossenen Curve in der 
einen auch eine geschlossene in der andern. Wie uns nun T' den Charakter von u als Function 
von X in der Ausdehnung eines Zweiges repräsentirte , ao wird uns umgekehrt ü die Variable 
X als Function von u darstellen; wir können sie desshalb füglich die inverse Flflehe nennen. 
Da «^ in T' niemals unendlich wird , so wird die inverse Fläche die ?7-Ebene nur theilweise 
bedecken; sie wird also eine vollkommene Begrenzung haben, die den Querschnittlinien in 
den kleinsten Theilen ähnlich ist. Wir brauchen demnach nur die Begreaazung von T' abzu- 
bilden, um alle Punkte, die abzubilden sind^ einzufassen. Zu diesem Ende gehen wir vom 
P^inkte a!" aus, der auf der negativen Seite Ton Ui und &i liegt, und es habe für diesen Punkt 
die Function den Werth te', den man beliebig annehmen kann. Wir durchlaufen in der Bich- 
tung der Pfeile zuerst die äussere Seite von 6^ bis zurück zum Punkte a, wobei wir die Linie 
c, da ihr Periodicitätsmodul gleich 0^ überschreiten dürfen, dann sind wir von der negativen 
Seite von o, auf die positive gekommen , und y! ist um den Periodicitätsmodul grösser gewor- 
den; diesem Wege entspricht also in der J7-Ebene eine Curve (1) vom Punkte t^ bis zum 
Punkte u' + A^^^ (s. Fig. 4). Zweitens durchlaufen wir weitergehend die innere Seite von a^, 
von a bis a', dann kommen wir von der negativen Seite von 6^ auf die positive, also zu einem 
um J5^*^ grössern Werthe von u ; diesem W^e entspricht eine Curve (2) vom Punkte u' + A^^^ 
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bis zum Punkte vf + A^^^ + B^^K Drittens durchlaufen wir die innere Seite von ij, von ci bis i/', 
kommen dadurch von der positiven Seite von Oj auf die negative, also zu einem um A^^^ klei- 
nem Werthe; diesem Wege entspricht eine Curve (3) von t/ -f- A^^^ + B^^^ bis t/ + JB^^K 
Endlich viertens durchlaufen wir die äussere Seite von a,, von o" bis zurück zu dem Punkte a!"j 
von jiem wir ausgingen, kommen dadurch von der positiven Seite von b^ auf die negative, 
also zu einem um B^^ kleinem Werthe; diesem Wege entspricht eine Curve (4), die uns 
eben so zu dem Ausgangspunkte in 17 zurückführt, von n! -f B^^^ bis u\ Diese vier Curven sind 
die Bilder der Querschnitte in der i7-Ebene, sie ändern sich also mit diesen und umgekehrt. 
Die Curve (1) ist mit (3), die Curve (2) mit (4) parallel und congruent, da sie resp. den bei- 
den Seiten ein und desselben Querschnittes entsprechen. Der Mündungspunkt ä hat sich ver- 
möge seiner vierfachen Lage auf der einen oder andern Seite der Querschnitte auch vierfach 
abgebildet als die Ecken der Figur. 

Dem Querschnittsysteme cz,, ^t entspricht ein ähnlich gebautes Parallelogramm. Sei der 

Werth von u im Punkte* 6"' gleich u", welcher natürlich von u abhängt, j w" = w' + / c2t^[8o 

findet manschen so verfahrend, als Bild der Querschnitte o,, b^ eine geschlossene Figur mit den 
Ecken w", w" + ^«, w" -f- ^w + B^\ u!' + B^K 

Diese Parallelogramme sind beide geschlossen , sie können folglich nicht in derselben 
Ebene liegen, da dann die Flächen getrennt wären, und man aus der einen nicht zu jedem 
Punkte der andern kommen könnte. Die die {7- Ebene bedeckende inverse Fläche ist also 
zweiblättrig, und es liege das erste Parallelogramm im obem, das zweite im untern Blatte. 
Diese beiden Parallelogramme müssen zusammenhängen, da sie die Abbildung der zusam- 
menhangenden Fläche T' sein sollen; wir haben also zu untersuchen, ob Yerzweigungsputikte 

i_ 

existiren. Um einen Yerzweigungspunkt u = my für den lim (u — m) ^ unendlich klein von der 
ersten Ordnung ist, lässt sich ein endliches x nach steigenden Potenzen von (u-r-^n)' entwickeln, 

dx j c dx ^{p^y *i \ m) 

und es muss dort -=- oo* werden wie ; -t- = — - wird aber oo\ wenn a 4- Sa: = 0, 

du (u-m)*' du a + px ' « 

also hat die Fläche CTzwei Verzweigungspunkte, die die Bilder der beiden dem Werthe a: = — -r 

P 
entsprechenden Punkte im obem und untern Blatte von T' sind. Dem Werthe a: = oo, für 

dx ... 1 

den — auch unendlich wird wie c.x^^ entspricht kein Yerzweigungspunkt; denn angenommen 

ihm entspräche ein Yerzweigungspunkt n, so wäre um diesen entwickelt 

c c i 



1 . 1 

da lim x^ und lim als oo* angesehen werden , indem a: = oo in T ein Yerzwei- 

gungspunkt ist und u = n als ein solcher angenonunen wird in TJ. Dann würde aber für den 
Punkt n 



dx 



+ .77— 3;i + ---- 



du {u-ny 2(u—n)* ^ 2(u-n)* 

unendlich gross von der vierten Ordnung werden wie x*, und nicht wie x^ unendlich von der 
dritten. 



(P*7».) 
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Die über die £7*£bene ausgebreitete endliche Doppelfläche hat also nur diese beiden 
Verzweigungspunkte, und zwischen ihnen setzt sich das obere Blatt in das untere und umge- 
kehrt das untere in das obere fort, so dass x allenthalben eine stetige (einwerthige) Function 
des Ortes in der Fläohe ist. Die Begrenzungen dieser beiden Parallelogramme liegen nun auch 
nicht getrennt, sondern wie in Tdie Linie c mit den beiden Querschnittsystemen eine in sich 
zurücklaufende Curve bildet, die die Flache T" begrenzt, so wird das Bild von c auch die 
getrennten Begrenzungen in der ?7-Fläche verbinden. Zu beiden Seiten der Linie c hat die 
Function u denselben Werth, daher geben sie in der Abbildung eine und dieselbe Curve, 
deren beide Seiten mit den übrigen paarweise parallelen Stücken eine in sich zurücklaufende 
Curve als die ganze Begrenzung der Fläche U bilden. Die Linie c verbindet die äussere Seite 
von Äj mit der äussern Seite von a,; der erstem entspricht in JJ die Curve von v! bis 
%i + A^^\ der zweiten die Curve von w" bis %i' + Bf^^K Das Bild von c wird also diese beiden 
Curven verbinden, und demnach wird die ganze Begrenzung ein Bild wie Fig. 4' geben, wobei 
die in der untern Fläche verlaufenden Linien punktirt sind. 

§. 7. 

Nachdem wir so die Abbildung der Fläche T'in ihren allgemeinen Umrissen skizzirt haben, 
soll unsere speciellere Aufgabe jetzt sein, unter Voraussetzung einer bestimmten Gestalt der 
Querschnitte die vier Halbebenen, aus denen die Fläche T- besteht, jede für sich auf der 
[7-Ebene abzubilden. Die Gestalt der Querschnitte in der Fläohe T ist wie schon oft bemerkt 
innerhalb gewisser Grenzen ganz willkürlich; mit ihrer Änderung ändert sich aber auch 
uothwendig die Begrenzung von CT, da diese ihnen in den kleinsten Theilen ähnlich ist. 
Machen wir die Querschnitte geradlinig, so wird auch die Begrenzung von U aus geraden 
Linien bestehen. Dies erreichen wir, wenn wir die Querschnitte möglichst zusammenziehen, 
so dass sie sich an die Abscissenaxe geradlinig anlegen und wir uns frei, d. h. ohne auf einen 
Querschnitt zu stossen, in den ganzen Halbebenen bewegen können. Haben wir sie möglichst 
zusammengezogen nach jeder Richtung hin, so dass sie auf der Abscissenaxe gemessen auch 
den kleinsten Raum annehmen, und z. B. der Querschnitt a^ sich mit allen seinen Punkten an 
den Verzweigungsschnitt — 1 anlegt, so kommt der Punkt d in die unmittelbare Nähe des 

Punktes 1 , der Punkt o in die unmittelbare Nähe des Punktes — , und die Linie c geht gerad- 

1 1 . ** . . . 

linig vom Punkte— bis zum Punkte—; wir können also immer zwischen zwei aufeinander- 

folgenden Verzweigungspunkten integriren, ohne auf einen Querschnitt, der mündet, zu 
stossen. Wir nennen die Halbebene links von der Abscissenaxe oben (I), die Halbebene 
rechts oben (II), die links unten (IH), die rechts unten (IV). Wir werden sehen, dass diesen 
vier Halbebenen, die unter sich vollkommen gleich sind, auch vier symmetrische Bilder in 
der CT-Ebene entsprechen, die zusammengenommen die ganze Abbildung von T' geben. 

Ad I. Die Halbebene I wird von der linken Seite der Abscissenaxe begrenzt, und wir 
befinden uns dabei auf der negativen Seite sämmtlicher Querschnitte. Für den Anfangswerth 
X = sei u = 0, dann ist: 

1, A=x !»'=« "■' '' = ' ' 

2. ßu=^K'i )x=l bis x = - ) 
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3. i du = — 1\. — LI I -' ^» ----- ^ 

1 \u = K + K'i „ u = K't — Li 



a; == — bis X = — > 



1 



:. I du = Li 






►, I du=z 



6. fdu — — K'i—Li 



IC = — bis a: = — ^ 

u = K'i — L „ w = ^'e — L + L't; 

a; = -r bis a; = cx) , 

a: = — oo bis a: = , 

u = K'i + Lli „ M = . 



Die Integrale haben hier die im §. 5 aufgestellten Werthe, weil wir uns bei der Inte- 
gration in der obem Fläche auf der linken Seite der Abscissenaxe befinden. Es bedarf noch 
einer Erklärung, ob der Werth von u derselbe bleibt^ wenn wir von -l" oo zu — oo gehen. 
Nach unserer Annahme, dass die Fläche im unendlichen geschlossen sein, also dem Werthe oo 
überhaupt nur ein Punkt entsprechen soll, versteht sich dies eigentlich von selbst, da u in der 
ganzen Fläche T' endlich und stetig ist. Dasselbe lässt sich aber auch leicht beweisen, wenn 
wir die Halbebenen nicht als geschlossen und von der in sich zurücklaufenden Abscissenaxe 
begrenzt, sondern von einem unendlich grossen ebenen Halbkreise im unendlichen begrenzt 
denken, dessen Durchmesser die Abscissenaxe von — oo bis -(- oo ist. Dann müssen wir, 
um von + oo zu — oo zu gelangen, das Integral f du durch diesen unendlichen Halbkreis 
erstrecken^ setzen also darin x = re**, dx = re^^ . rfö . e, lassen r gegen oo convergiren und inte- 
griren von 6 = bis 6 = ic. Der Werth des Integrals ergiebt sich dann gleich 0, so dass auch 
auf diese Weise unsere Annahme der Identität der Punkte — oo und + oo gerechtfertigt 

/— oo /»oo 

rfw = / du=iK't-{' Li. — . Das Bild von I ist demnach die Figur I.. 



Ad n. Die Halbebene II hängt mit I in der Fläche T zusammen längs 

(-ooundO) (lund-) (—und—), 

zwischen diesen Grenzen hat also du und folglich auch fdu denselben Werth wie sub I, für 
die übrigen den entgegengesetzten, da wir uns dort auf der andern Seite der Verzweigungs- 
schnitte befinden. Es folgt: 

a: = bis a; = 1 , 

M = -w = — K 



. I du= — 



K 





1 



2. jdu = K'i 



J 

X = l biß X = — > 

u = —K „ u = — K+ K'if 

1 ..1 



du = K+L )^ = ? hm x = -, 

^ u= — K-\- K'i „ u = K'i + Li 



1 



«♦ 
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:. Jdu ^L'i )^~^ Mb a? = — ^ 

X» f 77 I I ^ 

I. I du ^= 



aJ = -r bis x = oo 9 

\ ) u = K'i+L+Li ^ u = K'i+lJit 



i. fdu = -K'i—Li j ^ • ~ 
^^ ) w = iTV + Li 



bis x = 9 
„ u = • 



Der Halbebene II entspricht die Abbildung II^. Wir bemerken, dass wie I und II in 
T' nur die Strecke — oo bis gemeinsam haben , so auch I. und 11^ nur das Bild dieser 
Strecke gemeinsam haben, nämlich die Linie von bis K'i + Li. 

Ad m. Die Halbebene UI hängt in T mit I gar nicht zusammen, die du haben folglich 
dort beständig den entgegengesetzten Werth wie sub I, also auch die Integrale. Der Punkt 
a; = in der obem Fläche, von dem wir ausgingen, ist, wenn die Querschnitte wie verlangt 
möglichst zusammengezogen sind, vom Punkte 2: = in der untern Fläche durch den Quer* 
schnitt a^ getrennt, und zwar liegt ersterer auf der negativen, letzterer auf der positiven Seite 
desselben. Demnach ist im letztern der Werth von u um ^K'i grösser als im erstem , und da 
wir den Anfangswerth 2« = für x = im obem Blatte wählten , so ist der dem Punkte x = 
im untern Blatte entsprechende Werth u = 2^'». Es folgt : 



K 



. I du = 



\, j du=^ 

' u = — K+ 2K'i „ u = — K+ K'i ^ 

i. rdu = K+L )^ = ^ bis a: = - ^ 

= — E:+ K'i „ w = ^V + L ; 



K'i 



X = bis o: = 1 ) 

u = 2K'i „ u = — K+ 2K'i ^ 

a: = 1 bis a: = -- 5 






L'i ] ^ = ^ bis x = — » 



V 



F 



X* 



u = K'i+ L „ u = K'i + L—L'i ,• 



1. I du = 



X = —r bis a; = OO , 

u, 

', ) u = K'i + L—L'i „ M = K'i — L'i 



P-' 



fi r% IT'- , T,- l JC = — CO bis x = , 

o. I du =: K t 4- Li } ' 

J u = K'i~L'i „ u = 2K'i. 

Die Abbildung der Halbebene III ist die Figur III^; I^ hängt mit III,. gar nicht zu- 
sammen, indem I mit III auch nicht zusammenhängt. 
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Ad lY . Die Halbebene IV hängt mit 11 gar nicht zusammen , die Integrale haben den 
entgegengesetzten Werth wie dort. Dem Punkte x=:0 entspricht u = 2K'tj da dieser Punkt 
derselbe wie sub III; man hat also: 



1. jdu = K 






bis 2; = 1 > 



n 



u = K+ 2K't • 



2. rdu = — K'z )x=l bis x = -y 

1 ( u=:K+ 2K'i „ u = K + K't . 

Z. rdu = — K — L )^ = 7 bis x = -, 




X» 



:. I du = 



Li 



x« 



5. I du = L 

1 

6. fdu = K't + Li 



X = -- bis X = — > 

u = iT'i — L ^ u = K'i — L — Li f 

cc = — bis a: = 00 ^ 

u = K'i—L — Li r> u^K'i—Lif 



x = — 00 bis x = > 

u = K'i—Li „ u = 2Ki. 



Dieser Halbebeue entspricht die Abbildung IV^, die mit 11^ keine Strecke gemeinsam 
hat. 

Setzen wir diese vier Abbildungen zusammen (s. Fig. 5), so erhalten wir ein natur- 
getreues Bild der Fläche T'j ganz wie unsere Skizzirung es auch erheischte. Aus dieser 
Abbildung ist leicht zu sehen, wie sich x als Function von u in der Ausdehnung eines 
Zweiges u^ den die Fläche T' von den übrigen trennt, verhält, x als Function von u hat zwei 
Zweige, die wir mit <Pi(w) und ^2(^) bezeichnen, entsprechend den beiden Parallelogrammen 
im obern und untern Blatte. Im ersten Zweige ist sie einwertbig bestimmt innerhalb eines 
Parallelogrammes mit den Perioden 2K und 2K'i unter Voraussetzung des Anfangswerthes 
(p^ (0) = ; im zweiten einwerthig innerhalb eines Parallelogrammes mit den Perioden 2L und 
2Li. Ein jeder Zweig ist für sich doppelt periodisch^ von einer vierfachen Periodicität 
kann also bei dieser Betrachtung keine Rede. sein. Die beiden Seiten eines Querschnittes 
stellen sich in der Abbildung dar als zwei parallele und congruente Linien, deren entspre- 
chende Punkte um den Periodicitätsmodul des betreffenden Querschnittes auseinander liegen. 
Alle Functionen , die rational aus x und s zusammengesetzt siad , haben zu beiden Seiten der 
Querschnitte denselben Werth, da sie in T einwerthig und stetig sind; sie haben demnach in 
derselben Ausdehnung wie a: als Functionen von u betrachtet auch in den entsprechenden Punkten 
paralleler und congruenter Begrenzungsstücke der Abbildung CT denselben Werth. Man hat 
also, je nachdem u auf einer Begrenzungslinie liegt, die der imaginären oder der reellen Axe 
parallel läuft und in der Fig. 5 resp. am meisten nach links oder am meisten nach unten liegt: 
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?,(w + 2X) = (p,(w) , 9,(t*+2Z'e) =(p,Cw); 
(p, (w+ 2L) = (pa {u) , (p, (w+ 2L'e) = ^^ (w) ; 

ähnlich wie bei einer doppelt periodischen Function in dem Werthumfange eines Parallelo- 
grammes; nicht aber gelten diese Gleichungen für Punkte im Innern der Fläche, da dann 
u + 2-Sr, u 4- 2Ä''e etc. ausserhalb des Flächenstückes fallen, für das nur die Functionen 9 
bestimmt sind. Wir erkennen hieraus, dass so lange man nur einen Zweig Yon u betrach- 
tet, si(;h also in T' hält, man u als vollkommen bestimmte Function von 2:, so wie x als yoU* 
kommen bestimmte Function von u ansehen kann, ohne dass dieselbe darum einen ana* 
lytischen Ausdruck zu haben braucht, der sie in ihrem ganzen Werthumfange repräsentirt 
Ebenso können wir, wenn wir mehrere Zweige von u betrachten und abbilden, deren Anfangs- 
werthe endlich verschieden sind, im Umfange derselben u als Function von x und x als Func- 
tion von u betrachten; setzen wir z. B. in der obern Fläche CT an alle Seiten des dort liegen- 
den Parallelogrammes ähnliche an mit den entsprechenden kleineren Parallelogrammen in 
der untern Fläche und füllen auf diese Weise das ganze obere Blatt aus, so wird durch diese 
Figur x als einwerthige Function von u repräsentirt im Umfange all' der Zweige, die von dem 
ursprünglichen nur um Vielfache der beiden Periodicitätsmodulen 2irund 2Ä''e sich unterschei- 
den. Anders verhält es sich aber, wenn wir alle Zweige, also den ganzen Werthumfang von u 
in T in Betracht ziehen ; einem jeden Zweige von u entspricht nämlich ein solches Doppelparal- 
lelogramm, und da man als dem Punkte x=0 entsprechend jeden beliebigen Punkt u = t«o 
annehmen kann, der als Anfangswerth die Lage des Doppelparallelogramms bestimmt, so 
werden nach Abbildung aller Zweige auf jedem Punkte u unzählig viele Parallelogramme 
übereinander liegen, so dass su einem Werthe von u unzählige nur nm nnendlieh kleine 
Grössen verschiedene Wexthe von x gehören , wie ja auch umgekehrt su einem Werthe von 
X unsflhlige Werthe von u. 

Man kann hier noch eine Bemerkung, die elliptischen Functionen betreffend, machen. 
Setzen wir nämlich ß = 0, X = 0, fi = 0, so wird u ein immer endlich bleibendes elliptisches 
Integral, und die Begrenzung der Fläche T' reducirt sich auf ein Querschnittsystem a^, h^j da 
zwei Verzweigungspunkte ausgefallen sind. Als Abbildung dieses Querschnittsystems ergiebt 
sich nur ein Parallelogramm, und die Fläche CT ist einblättrig; zu einem Werthe von u gehört 
nur ein Werth von x. Man kann nun alle Zweige abbilden, indem man die ganze ?7-Ebene mit 
diesen Parallelogrammen ausfüllt, und in der ganzen Ausdehnung bleibt x eine einwerthige 
doppelt periodische Function von w, wie es ja auch die Theorie der elliptischen Functionen 
lehrt. 

§. 8. 

Wir haben durch unsere bisherige Untersuchung gefunden: 

1. wie sich u als Function von x verhält, wenn man nur einen Zweig betrachtet; 

2. wie sich unter denselben Verhältnissen x als Function von u verhält; 

3. dass man allgemein u weder als Function von x, noch umgekehrt x als Function von u 
betrachten kann. 

Seien nun u^ und u^ zwei immer endliche Integrale von der Form wie w, die nicht linear 
von einander abhängen, also 
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wir setzen fest, dass die Integrationswege bei beiden dieselben seien, und bezeichnen die den 
vier Querschnitten entsprechenden correspondir enden Modulen resp. mit 

4*', Bi», A?\ B?^ , 4^ -B^^ ^?^ ^.^ 

so sind, wenn der Werth von XjS bestimmt ist, die Werthe dieser Integrale in der Fläche 2" 
bei gegebenen Anfangswerthen auch bestimmt als 

es sind dies die directen Integrale, deren Wege keine Querschnitte schneiden. In der Fläche T 
dagegen sind sie ohne Voraussetzungen über den Integrationsweg völlig unbestimmt, indem 
durch Integrationen um die Verzweigungspunkte beliebige Vielfache der Periodicitätsmodulen 
addirt werden können. Allein da die Integrationswege der beiden Integralen dieselben sein 
sollen, so ist, wenn die Änderung 9 von ttfMefinirt, dadurch auch die gleichzeitige Änderung 
^ von u^^ fest bestimmt, denn ist: 

wo m, n, o,p beliebige ganze Zahlen bezeichnen, so ist nothwendig: 

u, = 4'> + mA^^^ + nBi'^ + oA^^^ + pB^i\ 

da die beiden Integrale durch gleichzeitige Umläufe um die Verzweigungspunkte sich auch 
gleichzeitig um diö correspondirenden Modulen ändern müssen. 

Es gehören also zu einem Werthe von x^s unzählig viele correspondirende Werthsysteme 
Ux I u^. Ist nun der Werth x^s und der Werth u^ gegeben, so ist dadnreh der Werth von w,, 
wenn er überhaupt ein endlicher ist, eindeutig bestimmt^ d. h. zu einem Werthe von x^s und 
von Wj kann nur ein endlicher Werth von v^ gehören , nicht mehrere. Denn dann ist 

und 9, was uns bekannt ist, da x und u^ gegebene Werthe haben sollen, ist in die Form 
zu bringen: 

Angenommen, dies könnte noch auf eine andere Weise geschehen, so dass 

wäre, so folgte daraus: 

JO = {m-rn;) A^^ + [n—ri) Bf^^ + {0—0') A^p + {p—p) B^^\ . 

Jetzt sind zwei Fälle zu unterscheiden : 

1. Die Grössen m, m' etc., die ja ganze Zahlen bedeuten, seien endlich, dann kann die 
letzte Gleichung nur bestehen, wenn m = m\ n=:n' etc., denn anders würde sie uns eine 
lineare Kelatiou zwischen den vier unabhängigen Periodicitätsmodulen ergeben, vermöge deren 
sie sich auf drei reducirten , was allgemein nicht stattfindet. Demnach sind die Grössen m^ 
n, o, p nur einwerthig als ganze Zahlen bestimmbar, d. h. durch den Werth von 9 ist auch die 
Zunahme von z4'^ • 

^ = mA'^ + nBf^^ ^oAS^ ^p ^•> 
einwerthig bestimmt, also auch der Werth u,*= t4'^ + if. 
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2. Sind die Grössen m^ m' etc. aber unendlich , so ist die letzte Gleichung wohl möglich, 
dann ist aber der Werth von if^ folglich auch der von v^ unendlich und als solcher yoU- 
kommen unbestimmt 

In diesem Sinne ist es gerechtfertigt ^ wenn wir in unserer Einleitung setzten: 

Ui =/i (w» I ^) ^ 

wo/, und/ Einwerthigkeiten bezeichnen, so lange sie überhaupt endlich sind. Diese 
Beziehungen fordern uns auf, den Werth von x als abhängig zu betrachten von den corre- 
spondirenden Werthen u^ \ t^ und zu untersuchen, ob der Ausdruck x = (f (u^ \ tc^) eine 
Berechtigung hat. Da x beim Überschreiten der Querschnitte ungeändert bleibt, so muss die 
Function (p, wie sie auch sonst beschaffen sein mag, ungeändert bleiben, wenn wir u^ | t^ um 
zusammengehörige,- d. h. an demselben Querschnitte stattfindende Periodicitätsmodulen ändern, 
sie wird folglich, ihre Existenz einmal angenommen, vierfach periodisch sein. Ob ^ 
eine einwerthige Function ist, und ob dadurch der Werth von x ganz allgemein bestimmbar, 
hängt davon ab, ob wir u^ | tt, durch Abschreibung gleicher Vielfacher der correspondirenden 
Periodicitätsmodulen auf eine oder mehrere Weisen in die Form u^*^ \ ul^^ setzen können, so dass 
die Gleichung a; = 9 (t^^ | Wg) = cp (wj*^ | w^*^) stattfindet. Diese Frage ist rein graphisch nicht zu 
lösen und sie wird ihre Beantwortung erst im analytischen Theile erhalten ; wir werden finden, 
dass die Werthe u^ | u^ bestimmten Bedingungen geniigen, in Folge deren x einwerthig durch 
sie bestimmbar ist 

Somit ist der graphische Theil erledigt. Seiner mehr hodegetischen Natur gemäss ist 
Manches weniger allgemein, dafür aber anschaulicher dargestellt worden. Die Beschrän- 
kungen betreffend die Grössen a, ß, x, X, (i waren uns nur zur bessern geometrischen Darstel- 
lung der Inversion nöthig; die übrigen Resultate bleiben ohne diese Bedingungen die- 
selben, und für die Folge heben wir sie auf, da sie auf dem rein analytischen Felde keinen 
Einfluss haben. 

§.9. 

Es bleibt noch übrig, den Charakter der fünf als Functionen von u^ | u^ darzustellenden 
Formen : 

Vx, Vl—x, 1^1 — x«x, V\—X^x, Vl — v^x 

zu untersuchen , der in vielen Beziehungen ein merkwürdiger ist Wir legen dabei die allge- 
meinere Figur 6 zu Grunde (mit Weglassung der Linien /, die von d und b ausgehen) , in der 
die Yerzweigungspunkte eine ganz beliebige Lage haben. Eine jede dieser Functionen wird 
in einem Verzweigungspunkte der Fläche T 0^, und alle werden sie im Punkte a: = cx) : 00^ von 
der ersten Ordnung (s. §. 3). Da einem Verzweigungswerthe x in der Fläche T nur ein 
Punkt entspricht, der den beiden Blättern gemeinsam ist, so werden die fünf Functionen jede 
nur einmal 0^ und cx)^, und die beiden Punkte, wo dies geschieht, sind zugleich für sie Ver- 
zweigungspunkte. Sie sind nicht wie die Fläche T verzweigt, da sie sich sonst rational durch 
X und s würden ausdrücken lassen, was unmöglich ist; in Folge dessen sind sie keine ein- 
werthigen Functionen des Ortes in der Fläche, sondern in einem jeden Punkte derselben kann 
man die beiden Werthe, die die Functionen für denselben Werth von x dort haben können. 
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hervorbringen je nach dem Wege, den man einschlägt. Geht man z. R in der obem Fläche T 

in einer geschlossenen Curve um die Punkte — 1, — — — , so kommt man wieder zum 

Anfangspunkte XjS zurtick: allein die vier ersten Functionen haben dann den entgegen- 
gesetzten Werth erhalten, da man für jede um einen Punkt, wo sie sich verzweigt, herum- 
gegangen ist, die fünfte nur kehrt zu ihrem Anfangs werthe zurück. Geht man in einer 
geschlossenen Curve um alle drei Verzweigungsschnitte (Fig. 3), so kehren alle Functionen 
zu ihrem Anfangswerthe zurück , eben weil von jeder die beiden Yerzweigungspunkte , der 
endliche und der unendliche, innerhalb der^Curve liegen. Der Werth der Functionen ist also 
vom Wege abhängig und er ändert sich beim Umlaufe um eine gerade Anzahl von Yerzwei- 
gungspunkten der Fläche T, da nur ein solcher Umlauf zu demselben Punkte XjS zurückführt, 
und dabei an dem Ausgangspunkte diejenigen Functionen entgegengesetzte Werthe erlangen, 
von denen ein Yerzweigungspunkt innerhalb der durchlaufenen Curve liegt. Daraus folgt, 
dass wenn vnr durch gewisse Linien die Umläufe um je zwei Verzweigungspunkte verhindern, 
indem wir festsetzen, dass die Wege der Functionen diese Linien nicht überschreiten dürfen, 
in der so entstehenden Fläche die Functionen einwerthig bestimmt sein und längs der Linien 
gewisse Unstetigkeiten annehmen werden. Eine Fläche derart ist aber T'j denn ti ist in jT auch 
nur durch die Möglichkeit des Umganges um eine gerade Anzahl von Verzweigungspunkten 
mehrwerthig, und wird diese entfernt durch die Querschnitte, so ist in der dadurch entstan- 
denen Fläche u allenthalben einwerthig bestimmt. 

Eine weitere Frage ist demnach, wie sich unsere ftinf Functionen bei Beschränkung ihrer 
Wege auf die einfEtch zusammenhangende Fläche T^ verhalten, und in welchem Verhältnisse 
die Werthe der dadurch o^llenthalben einwerthig bestinmiten Functionen zu beiden Seiten 
der Querschnitte zu einander stehen. Überschreitet man einen Querschnitt, d. h. geht man 
von einem Punkte auf der einen Sleite zu demselben Punkte auf der andern , indem man 
den in ihn mündenden Querschnitt durchläuft, so bleiben diejenigen von den fünf Functionen 
nngeftndert, von denen kein oder beide Verzweigungs werthe innerhalb des durchlaufenen 
zweiten liegen : ihr Werth ist demnach in einem Punkte auf der einen Seite derselbe wie in dem 
entsprechenden Puiikte auf der andern Seite, mit anderen Worten, sie erlangen beim Überschrei- 
ten des ersten Querschnittes den Factor + 1. Diejenigen von den fünf Functionen aber, von 
denen ein Verzweigungswerth innerhalb des zu durchlaufenden in den ersten mündenden 
Querschnittes liegt, haben auf der einen Seite des ersten Querschnittes den entgegengesetsten 
Wexfh wie auf der andern , d. h. sie erlangen beim Überschreiten von ihm den Factor — 1. 
So haben z. B. die vier ersten Functionen am Querschnitte o, alle den Factor — 1 , eben weil 
der Querschnitt b^ um einen allen vier gemeinsamen Verzweigungspunkt a: = oo herumfuhrt; 

die Function Vi — [i^x dagegen ist am Querschnitte o, stetig, d. h. erlangt den Factor + 1, 

weil der Querschnitt b^ um ihre beiden Verzweigungspunkte —^ und oo führt. Diese Factoren 

bleiben dieselben, auf welchem Wege man auch in T' von der einen Seite eines Quer- 
schnittes auf die andere gehen mag, denn die Functionen können auf einem Wege 
erstreckt nur dann in einem Punkte den entgegengesetzten Werth erhalten wie auf einem 
andern, wenn sie Umläufe um eine gerade Anzahl von Verzweigungspunkten machen. Solche 
Umläufe sind aber sowohl im obern wie im untern Blatte von T' unmiiglich; man stösst dabei 
immer auf Querschnitte. Daraus folgt , dass wenn wir einmal für einen Punkt der Begrenzung 
von T' die Werthe der Functionen festgesetzt haben, (z. B. für a: = a im obem Blatte den 
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Werth von Vx =■ + Ya) sie längs der ganzen Begrenzung einwerthig und stetig bestimmt 
sind und nur auf eine Weise in daa Innere der Fläche T' einwerthig und stetig fortgesetzt 
werden können, da ihr Werth in T' von dem Wege unabhängig ist Ihr Charakter lässt sich 
demnach so definiren: 

,,Sie Bind in T einwerthige und stetige Functionen des Ortes, die nur fOr einen 
Punkt cx>^ und 0^ werden , und an den Querschnitten Factoren annehmen, die Quadrat- 
wurzeln der Einheit sind.^ Diese Factoren werden durch folgendes Schema gegeben: 
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wie sich leicht aus Fig. 2 oder Fig. 6 ergiebt. 

Der einfache Charakter dieser Functionen besteht darin, dass sie nur für einen Punkt 

cx>' werden. Hieraus folgt schon , dass sie nicht wie T verzweigt sein können , denn die ein- 

ß 
fachsten wie T verzweigten Functionen a + ßa: und a H — werden in zwei Punkten oo* und 

0% oder, was gleichbedeutend ist, in einem Punkte cx)* und 0' bei geeigneter Wahl der 
Constanten. 
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ZWBTER THBL 

Analytik des Probleme 



1. 



Die d-Fonotion nnd ihre Eigensohaften. 

§. 10. 

Ehe wir dazu tibergehen, die Ausdrucke ftir die fünf darzustellenden Functionen zu 
bilden, müssen wir eine eigen thümliche Function betracbten, die wir als den Keim der dar- 
zustellenden ansehen köimen, und deren genaue Kenntniss uns mit Sicherheit zur voll- 
kommenen Lösung des vorgelegten Problems führen wird. Zu jeder Glasse transeendentet 
Integrale gehört eine solche Function, und sie alle begreift man unter dem gemeinsamen 
Namen der A-Functionen wegen der Ähnlichkeit des Baues und der Eigenschaflten mit der 
zuerst von Jacobi so benannten Transcendenten auf dem Gebiete der elliptischen Functio- 
nen. Die Theorie dieser Functionen vom allgemeinsten Gesichtspunkte aus hat Riemann 
gegeben (Theorie d. Ab. F., pag. 41 u. ff.); wir wiederholen im Folgenden mit wenigen 
Zusätzen seine Theorie, specialisirt für den vorliegenden Fall. 

Wir betrachten zunächst eine zweifach unendliche 0-Beihe: es ist dies eine zweifach 
unendliche Beihe, in welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze Function 
zweiten Grades der Stellenzeiger ist. Sie hat die Form: 



» (f.if.) =22^' 



in=— oo n-. 



mit Weglassung eines beliebigen constanten Factors. Die drei Grössen a^^^j a^^^j (z^^ bezeichnen 
beliebige Constante, die Summation ist über alle ganzzahligen Werthe der Stellenzeiger m 
und n auszudehnen, und die Summe der Beihe wird als Function der Grössen v betrachtet. 
Diese Beihe convergirt, so lange v^ und v^ endlich bleiben, wenn der reelle Theil von 
Oj^im' + ^a^^^mn + (i%^%rf tili jeden Werth der Zahlen m und n wesentlich negativ ist. 
Diese einwertbige Function von v^ und v^ hat nun die folgenden Eigenschaften : 

1) Schreibt man statt m: — m, statt n: — n im allgemeinen Gliede, so bleibt der 
Werth der Beihe ungeändert, da man dadurch nur die Ordnung der Summation umkehrt. Sie 
hat dann aber dieselbe Form, als wenn man in der ursprünglichen statt v^ \ v^: — v^ \ — v, 
geschrieben. Man sieht, die d ist eine gerade Function der beiden Variablen: 



(1.) ^ (vM = b {—v,\—v,). 

2. Die Function ist in Bezug auf jede der Variablen periodisch mit der Fexiode ici , da 
durch Zunahme von v^ oder von V2 um m das allgemeine Glied der obigen Beihe resp. den 

4* 
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Factor e*"^ oder den Factor e*"'' erlangt, der, da m und n nur ganze 2iahl6n sein dürfen, 
beständig den Werth 1 hat Daher ist : 

(2-) » (t;>,) = b (t;i+TO>a) = » K|«^i+TO% 

3. Lässt man m um 1 wachsen, schreibt statt mi {m-^l) in dem allgemeinen Gliede, so 
erhält man, da dadurch der Werth von d ungeändert bleibt, indem die Grenzen der Summa- 
tion : — (x> und + cx) : sich nicht ändern , die Kelation ; 

(3«) d {v,\v,) = 6"'+"^"» (t;, + a,.>,+a,.0 j 

schreibt man eben so, während man m ungeändert lässt, statt n: (n-f l)» so erhält man eine 
ähnliche Relation: 

(3») d {v,\v,) = e'^'+'-d (»,+«... 1», + «,.,). 

Es giebt also Systeme gleichzeitiger Andeningen der beiden Variablen, durch welche 
sich log A nur um eine lineare Function von ihnen ändert, (die auch sein kann wie sub 2). 
Diese sollen Systeme zusammengehöriger Feriodicitätsmodulen der Variablen genannt 
werden. Durch diese Eigenschaften ist die 0-Reihe vollkommen bestimmt bis auf einen con- 
stanten Factor, denn wir erhalten umgekehrt von den Eigenschaften ausgehend wieder die- 
selbe Reihe. 

Substitution. Wir substituiren nun fiir v^ und v^ zwei linearunabhängige Integralfunc- 
tionen Ui und u^ mit gemeinschaftlichem Integrationswege , und für die zusammengehörigen 
Feriodicitätsmodulen der Grössen v zusammengehörige, d. h. an denselben Querschnitten statt- 
findende Feriodicitätsmodulen dieser Integrale. Dann müssen sich die Constanten a und ß in 
den Integralen so bestimmen lassen, dass die Feriodicitätsmodulen die folgenden werden: 



TO 
TO 



«1. 1 «1, 2 



^2, 1 ^2, 2 5 



und es braucht sonst zur vollkommenen Übereinstimmung mit den Systemen der Feriodicitäts* 
modulen von v^^ v^ nur die Relation Oj^, = o,^ ^ zu existiren. In welcher Reihenfolge wir die 
zusammengehörigen Feriodicitätsmodulen den Querschnitten s^utheilen, ist einerlei; die obige 
Gruppirung empfiehlt sich durch ihre Übersichtlichkeit. 

Um nun die Functionen u^^ u^ zu bilden, gehen wir von zwei beliebigen linearunab- 
hängigen endlichen Integralen aus, da wir wissen, dass jedes dritte linear dadurch ausdrttck- 
bar ist ; es seien diese : 

J y{x, X, A, fx) J y (x, X, A, fJL) 

und ihre Feriodicitätsmodulen : 

a, «2 bi 62 

Wo 






B^^ BT 



Diese vier Systeme gleichzeitiger Ferioden sind aber nicht von einander unabhängig, son- 
dern es existirt zwischen ihnen eine interessante Relation, die wir zunächst aufstellen. 
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Wir betrachten 



j 



und dehnen dieses Integral positiv , also in der EichtuDg der Pfeile , durch die ganze Begren- 
zung der Fläche T' aus. Da innerhalb derselben w^ und w^ allenthalben endliche und stetige 
Functionen des Ortes sind, so ist nach früherm Satze der Werth des Integrals = 0, da es durch 
eine geschlossene Curve, die eine vollkommene Begrenzung bildet , geführt wird. Es wird 
nun jede Linie a^hj c^ zweimal, das zweite Mal in entgegengesetzter Richtung durchlaufen, 
da die beiden Seiten dieser Linien zur Begrenzung gehören, und wenn man das erste Mal auf 
der positiven Seite sich befand, so ist man, wenn man in entgegengesetzter Bichtuug durch- 
läuft, auf der negativen. Man hat also: 



/ tOx.dw^ = = / wf.dwt — / toT •dw^ ^ 



oder da dvo^ zu beiden Seiten der Querschnitte denselben Werth halt, indem — ^ eine wie T ver- 
dau 

zweigte Function ist, so hat man dvsf^ = dw^, folglich : 



= / {w^ — wZ) dwg j 



wo das Integral eben so wie die beiden vorigen rechtsstehenden einmal durch alle Querschnitte 
von Anfang bis zu Ende auf der positiven Seite in der Bichtung der Pfeile zu erstrecken ist. 
Die Differenz (tot — ^7) ^^^ längs eines Querschnittes a und b constant, sie ist der Periodicitäts- 
modul von w^ für den betreffenden Querschnitt, für die Linie c aber = 0, weil dort w über- 
haupt stetig; daher 

und die Integrale sind auf der positiven Seite in der Richtung der Pfeile durch den Quer- 
schnitt von Anfsuig bis zu Ende auszudehnen , der oben am Integralzeichen steht. Es ist nun 

dw^ = £(^> , jdw, = 5^*> , jdw^ = — ^^> , rdw,= — A^\ 

denn so durchlaufen fuhren die Querschnitte a von der negativen auf die positive Seite 
der bj die b dagegen von der positiven auf die negative der a. Substituirt man diese Grössen 
so erhält man die verlangte Relation: 

die überhaupt für je zwei ganz beliebige immer endliche Integrale gilt. 
Setzen wir nun: 

u^ = m^Wi + m^w^ -f Ci , 
u^ = nxWi + n^w^ + Ca, 

so fragt sich, ob wir die Grössen m^, m^^ n^ n^ so bestimmen können, dass das aufgestellte 
Schema der Periodicitätsmodulen für i^ , t^ erfüllt wird. Dazu muss sein : 
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1. fiir den Querscbnitt o^: 



2. für den Querschnitt o^ : 



= m,^f > + ^M?\ 



und durch diese Gleichungen sind die Grössen m und n, folglich auch u^ und u, bis aut 
additive Oonstante Tolikommen bestimmt, demgemäss auch die zwei noch übrigen Systeme 
der Periodicitätsmodulen für die Querschnitte i, die wir mit Oi^^, o^i und a^^,, Oy,, bezeich- 
net haben. Sollen nun diese letzten Systeme auch mit denen von v^^ v^ stimmen, so mttsste 
sein: a^,, = d^x^ da die a in der 0-Reihe als ganz beliebige Oonstante weiter keinen Bedin- 
gungen mehr unterworfen sind. Diese Relation ergiebt sich aber sofort aus unserer Modul- 
gleichung (if), wenn wir darin statt der Periodicitätsmodulen von tDi\tD^ die betreffenden von 
Ui\u^ einsetzen, da sie für je zwei beliebige Integrale gilt; sie liefert uns : 

so dass damit die Möglichkeit der Substitution , so weit sie die Übereinstim'mung der gleich- 
zeitigen Änderungen der Variablen betrifft, bewiesen ist. 

§. 11. 

Substituirt man die Integrale Ux\u^ in die 0-Eeihe, so convergirt sie, indem ^ wie 
Siemann allgemein gezeigt, dann der reelle Theil von Oi^iin' -f ^o^i^^pw + ^,s^' stets 
negatiy ist, wenn (wie in unserer Fig. 2 oder 6) die inneren Seiten der Querschnitte als die 
positiven, die äusseren als die negativen betrachtet werden, nach welcher Annahme sich ja die 
Werthe der Periodicitätsmodulen richten. Den Beweis wiederholen wir nicht, da auch ohne 
ihn das Yerständniss des Zusammenhanges nicht erschwert wird, und wir nur das Nöthigste 
aus der Theorie der d-Functionen vorführen wollen. 

Die Functionen Ux\u^ sind bis auf additive Oonstante bestimmt, geben wir also den Inte- 
gralen feste, bald zu bestimmende untere Grenzen, so können wir setzen: 

wo e^ I ^s beliebige Oonstante bedeuten. Wir betrachten dann die Eigenschaften der Function 

* (mi— c,(wr-"öi) in der Fläche T. 

Da Ui\v^ immer endliche stetige Functionen des Ortes in der Fläche T' sind, so ist 
auch d {u^ — ^1 1 ^s — ^a) eine in der ganzen Aosdehnnng von T' endliche, stetige und 
eindeutig bestimmte Function von x. Es fragt sich , wie verhält sie sich beim Überschreiten 
der Querschnitte? 

Überschreitet man^ einen Querschnitt a, so ändert sich eine der Grössen u um ici; 
dadurch wird aber der Werth der nicht geändert, sie bleibt stetig beim Überschreiten dieser 
Querschnitte. Anders verhält es sich dagegen, wenn wir eine Linie b überschreiten. FOr eine 
Linie h^ (v==i|2) ist, wenn wir von der negativen auf die positive Seite gehen: 

w+ = wr + «1,. ) 



< = «r + ao j "'•• - ^•' ' 
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% (ut — e,\74 — e,) = d (wT— «i+-öi,v|wr— öa+öt,v) 

gem&8B der Relationen (3*!) und (3^) des vorigen Paragraphen ; wir erhalten also für den Quer- 
schnitt 6^, indem wir die Werthe von (d im Folgenden immer Abkürzung für d (u^ — e^lzc^ — e,)) 
auf der positiven und negativen Seite mit d^ und b" bezeichnen, die Gleichung: 
(B) d+ = d- . e~» ^^ - 'v) - «>. V. 

Demnadi ist die O-Fonction in der ganxen Fläche T endlich und stetig mit Ausnahme 
der beiden Querschnitte 6. Beim Überschreiten der Linie b^ erlangt sie den Factor 
e~*^'^"'*^""^»% der aber keineswegs constant ist, sondern sich mit der Lage des Querschnittes 
und längs desselben von Punkt zu Punkt ändert. 

Da die ft-Reihe convergirt, so lange u^ — Ci|t^ — e, endlich sind, so folgt, dass die d-Function 
nicht anendlich wird. Es fragt sich, wie oft sie in T' 0^ wird ? und in welchen Punkten ? um 
die erste Frage zu entscheiden, bedürfen wir eines Hilfsatzes, der wie folgt lautet: 

,,Hat man eine stetige einwerthige Function des Ortes von x: /{x)^ die innerhalb eines 
begrenzten einfach zusammenhangenden Flächenstückes nur wird und nicht cx) , so ist die 
Anzahl der einfachen Nullpunkte der Function innerhalb dieses Flächenstückes gleich dem 
Werthe des Litegrals 

'f(x)dx 



nij 



2ni J ßx) 

positiv durch die Begrenzung des Flächenstückes erstreckt Es wird dabei ein Punkt a, wo die 
Function von einer höhern Ordnung wird, z. B, von der n**" wie {x — a)*, ebenso vielen 
einfachen Nullpunkten gleichgeachtet. ^ 

Beweis: — — ^ wird in dem Flächenstücke nur oo, wenn^^x) = ; wird/(a:) im Punkte a, 

f\^^ . f'(x) n 
der kein Verzweigungspunkt sei , gleich wie o (x — a)*, so wird — -- dort oo wie . Nun 

j\Xj X a 

ist aber das obige Integral auch gleich der Summe der Integrale in kleinen Kreisen und in 

positiver Richtung um die Unstetigkeitspunkte der unter dem Integralzeichen stehenden Func- 

f{x) 
tion erstreckt, da wir alle Flächentheile , wo ^^^;^^ endlich bleibt, ausscheiden können. Um den 

Punkt c^y^oßx) von der n*^ Ordnung wird, erstreckt ist aber der Werth des Integrals gleich: 

1 rn.dx . - 

5—. / = n. Wäre a ein Verzweigungspunkt, z. B. ein v-facher, so wäre dort {x — a)' 

= V, also {x — a) ** = von der n^ Ordnung; unser Integral müsste, um das ganze den Punkt 
a in unmittelbarster Nähe einschliessende Flächenstück zu umfassen, v Umläufe machen, und 
sein Werth wäre wieder n. Eben so verhält es sich für die übrigen Punkte, wo f{x) = wird, 
so dass der Werth des Oesammtintegrals gleich ist der Anzahl der einfachen Nullpunkte 
innerhalb des betraditeten Flftohenstüekes .q.e.d. 

Wenden wir dies auf unsere 0-Function an, so folgt, dass die Anzahl n der Punkte, wo 
sie in T 0^ wird, gleich ist dem Werthe des Integrals 



^/^=.-^^("«») 



2ni 

durch die ganze Begrenzung von T" positiv erstreckt, oder nach bekannter Weise: 



'^^^i^/^^^^^*^-^^^«^*")' 
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wo Rieses Integral einmal durch jede Begrenzungslinie von Anfang bis zu Ende in der 
Richtung der Pfeile auf der positiven Seite zu erstrecken ist. Für die Linien a und c ist stetig 
und demgemäss (dlogd+ — dlogd"") = 0; für eine Linie h^ dagegen ist (dlogd"*" — dflogft") 
= — "idu^^ wie leicht aus der Formel {B) erhellt Wir brauchen also nur durch die Linien b zu 
integriren, und finden, da die Integrale 



/ dui = — TO, / du^ = 



ICIi 



gleich sind den negativen Periodicit'ätsmodulen fiir die zugehörigen Querschnitte o, dass 



n^ = 5-: j / — 2e?Mi + j— 2du^ l = J^. 



Funkte 



mit ii]i , ii]a bezeichnen wollen, 



§. 12. 



Die zweite zu beantwortende Frage betraf die Lage der beiden Funkte , für die 
die = 0^ wird. Sind die unteren Grenzen der Integrale Ui \ u^ bestimmt, so hängt dieselbe 
offenbar nur von den Grössen e^le^ ab, denn diese sind alsdann die einzigen noch willkürlichen 
Grössen in der d-Function. Bezeichnen wir die Werthe von t^^lt/, in den Punkten ij^ und ij, 
resp. durch a[*^|a^^^ und a$*^|o4% so ist die Aufgabe, die Abhängigkeit dieser Grössenpaare von 
dem Grössensystemeeile, aufzufinden. Die Beantwortung dieser Frage wird uns zugleich zeigen, 
wie wir die unteren Grenzen a|ß der Integrale Uilu^^ über die wir noch nichts festgesetzt, 
zu bestimmen haben , damit das Operiren mit der d-Function möglichst erleichtert werde. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir in der Fläche T' eine heue Function: 

S = log d (wi — e^\tc^ — e^. 

Für die beiden Punkte, wo d = 0% wird S = ••• 00 wie log {x — a) für den Punkt a^ 
und durch Umlauf von x um einen solchen Punkt ändert sich E um ± 2in, je nachdem man 
positiv oder negativ herumgeht Die Function log ist also in der Fläche T' nicht mehr ein- 
werthig bestimmt , da wir in jedem Punkte durch Umläufe um die Unstetigkeitspunkte belie- 
bige Vielfache von ± 2m hinzufugen können. Um sie aber allenthalben eindeutig zu bestim- 
men, müssen wir durch unendlich kleine Kreise die beiden Unstetigkeitspunkte ausschliessen 
und diese mit der Begrenzung von T' verbinden. Zu dem Ende fähren wir von dem kleinen 
Kreise, der den Punkt y^i umgiebt, eine Linie l^ nach dem gemeinschaftlichen Mündungs- 
punkte ä der Querschnitte c^ und b^; eben so von iq^ eine Linie ^ nach dem gemeinschaft- 
lichen Mündungspunkte b der Querschnitte a^ und i,, und betrachten beide Seiten der Linien / 
so wie die äusseren der kleinen Kreise als zur Begrenzung gehörig. (Siehe Fig. 6, die Punkte 
7] sind der bessern Zeichnung wegen im obern Blatte liegend angenommen.) Die so ent- 
standene Fläche nennen wir T'\ und da sie die Unstetigkeitspunkte nicht mehr enthält, so ist 
in ihr die Function log d allenthalben eindeutig und endlich bestimmt. 

In den Punkten auf der positiven (linken von den Punkten i] aus gesehen) Seite einer Linie 
l ist dann log um + 21c^ kleiner als in den entsprechenden Punkten auf der negativen, da 
man, um von der positiven Seite auf die negative zu gelangen, einen Umlauf um den betreff 
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fenden Punkt i] machen muss. Durchläuft man Z^^als Theil der Begrenzung aufgefasst, positiv 
(bo dass der anstossende Flächentheil immer zur linken Hand Hegt), vom Punkte d auf der 
negativen Seite von l^ bis zu demselben Punkte d auf der andern Seite, so ninmit log um 
2ics ab I da wir von der negativen auf die positive Seite von l^ gekommen sind. Durchläuft 
man, ohne die Linie c zu berücksichtigen, das zu l^ gehörige Querschnittsystem o^, h^ in posi- 
tiver Riöhtung von d aus, so kommt man von der positiven Seite von Z^ auf die negative, und 
log d nimmt nach dem vorigen Paragraphen um 2m zu, da fd{log 0) positiv durch ein 
System a, 6 erstreckt den Werth 2to hat. Folglich bleibt log beim Durchlaufen eines Be- 
gi:enzung8systems a, 6, / ungeändert, oder da ein solcher Umlauf von der einen Seite der Linie 
e auf die andere führt, so bleibt log in der Fläche T" beim Übersclireitan der Linie c stetig. 
Somit ist die Function log in T" eindeutig bestimmt , und die Änderungen beim ÜberschreL 
ten der Begrenzungslinien lassen sich folgendermassen geben: 

für eine Linie l ist { log ft"*" — log d" = — 2tci , 
* « » c » {logd+ — log»-=0 , 
„ » » «v » {log»+ — logd- = 5f,2TO , 
» » n K n {log»+— logd-= — 2 (w;— e,) — a,., — ä,2to , 

(nach Formel B). (v = i, 2). Die Grössen g und h bezeichnen ganze Zahlen, da aus den For- 
meln für die die Differenzen von log nur bis auf Vielfache von 2m bestimmt sind. 

Es hängen nun offenbar die Grössen g und h und die Lagen der Punkte iq von den 
Grössen e^\e^ ab. Um diese Abhängigkeit zu erforschen, betrachten wir 



/ log b.dui 



und dehnen dieses Integral positiT durch die ganze Begrenzung von T" aus. Der Werth 
dieses Litegrals ist 0, da log d und Ui in der ganzen Fläche endlich und stetig sind; die ünste- 
tigkeitspunkte ijj, njg sind durch die kleinen Kreise ausgeschlossen. Bei der Litegration wird 
jede Linie o, i, c, / annreimal, das zweite Mal in entgegengesetzter Richtung durchlaufen ; man 
kann also auch das obige Litegral einmal durch jede Linie von Anfang bis zu Ende auf der 
positiven Seite in der Richtung der Pfeile erstrecken, muss dann aber unter dem Litegral- 
zeichen die Differenz der Werthe der Function auf der positiven und negativen Seite nehmen. 
Man hat also, da für jede Linie dut = du^ ist. 



= Aog d . dfw, = /"(log d+ — log »-) cfwi. 



wo das letzte Litegral einmal durch jede Begrenzungslinie in der Richtung der Pfeile auf der 
positiven Seite zu erstrecken ist. Die Werthe der Differenz log d+ — log b" sind für jede Linie 
a, 6, c, l oben aufgestellt, und für das Integral, durch die einzelnen Linien erstreckt, ergeben 
sich die Werthe wie folgt: 

1. für die Linien l erhalten wir als Werth des Integrals: — 2irt j / cfw, + J du^ |,oder 
wenn wir den Werth von ti^ im Punkfte d mit af\ im Punkt o mit a^*^ bezeichnen, so resultirt: 

2. für die Linie c ist der Werth des Integrals 0, da für sie log d"*" — log 0""= 0; 
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3, für eine Linie a^ ist der Werth des Integrals g^ 2to fdti^j oder da jdu^z=z Oi,^, so 
ist der Werth des Integrals für die beiden Linien a^ und o, gleich 2to 2 a^ Oj ^. 

4. für eine Linie h^ ist unser Integral: 

nun ist aber / cfttj = — ici, / e^i^^ = , also , wie leicht zu sehen , der Werth unseres Inte- 
grals für sämmtliche Linien b gleich 



/(■ 



2tt; — a,,J dux — (26^ — hi 2i») ici. 



Fassen wir alle diese Integrale zusammen, so erhalten wir als Werth des Totalintegrals: 

L 0= 2ro ^la^^ — e, + h,m + lg, a,,, } + 2 j (- 2u;—a,^,)iiu, — 2m 1 a<;>. 

Schreiben wir in dem Integrale, von dem wir ausgingen, statt duii dti^ und verfahren 
ebenso, so erhalten wir eine ähnliche Formel: 

n. 0= 2m J2c4'^ — ö» + Ä, Tci + Ig.(h,A + 2 A— 2w;— o,,,) du^— 2m 2a^, 

wo a^\ a^\ entsprechend den a^j*^, af^ in L, die Werthe der Function w, für die Punkte d und 
o resp. bezeichnen. 

In diesen beiden Formeln ist jedesmal die zweite, nicht in {} stehende Hälfte unabhängig 
von den Grössen e, ^, h und der Lage der Punkte 9, und hängt nur von den Anfangswerihen 
der Integrale t^ijt^ ab. Setzen wir den Werth dieser zweiten Hälfte in I. gleich 2ici&i, in 
n. gleich 2ice k^j so folgen die verlangten Belationen : 

L e, = 2 aj*^ + A, to + 2 g^ (h,. -¥ hj 

IL 6, = 2 a« +K'Ki+tg,<h.^-\-K 

Die Grössen k^ und k^ sind unabhängig von der Gestalt der Querschnitte und der Lage 
der Mttndungsponkte d und hi denn da die beiden Formeln für eine ganz beliebige Gestalt 
der Querschnitte gelten , so müsste eine Veränderung dieser Gestalt, wenn sie die Grössen k 
änderte, auch die übrigen Grössen in den Formeln ändern , was nicht der Fall ist Demnach 
hängen die Constanten k nur von den Anfangswerthen der Integrale ab, und es fragt sich, ob 
wir diese letzteren nicht so wählen können, dass die Grössen k den Werth erbalten. Gehen 
wir zurück auf unsere Function ft(wi — ei|«^ — e,) und setzen darin 



statt Ui\y^\ Ui 4- ^i|^ + ^iy 

ff ^i\^%' ^1 "T ^1 ^a H" '^t y 



so bleibt der Werth der d-Function ungeandert, da dadurch nur die Form, nicht der Werth 
der Argumente geändert wird. In Folge dessen bleiben auch die Punkte ij und die Grössen g 
und h dieselben; geändert werden von den in den obigen Endformeln vorkommenden Werthen, 
ausser den Grössen ^ije,, die ia 6^ + c^\e^ + c^ übergegangen sind, nur die Grössen &, da sie 
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von den Anfangswerthen der Integrale abhängen , und die eben davon abhängigen Werthe 
der in U| + cj t^ + <^t bbergegangenen Uiju, in den Punkten i], und zwar wird aus ki\k^: k[\Ia^ 
und aus a^^ \ o^^ : ai"^ + c^ \ of^ + c^. Setzen wir diese geänderten Werthe in den beidßn obigen 
Gleichungen ein, die ja allgemeine Giltigkeit haben , so folgt durch Yergleichung mit den 
ursprünglichen : 

A?! ^= '•'1 "T ^1 I ^f ^^ ^f I ^? 

nehmen wir also o^s^^, c^sA;, an, d. h. geben wir den Integralen Ui\fi^ um k^\k^ grössere 
Anfangswerthe j so dass t^ um kj^ und t^ um k^ grösser wird j so folgt k'i^=k!^=: 0. Wir 
können also immer, aber nur auf eine Weise die unteren Grenzen a|ß der Integrale Ui|f^ so 
bestimmen, dass in den darauf bezüglichen Gleichungen I. und II. die Grössen k den Werth 
haben, und diese Grenzen a|ß sollen fär die Folge angenommen werden. 

Das Abhängigkeitsgesetz, welches zwischen den Grössen ei\e^ und den Punkten, wo 
ft(tii — ei\u^ — e,) verschwindet, herrscht, lässt sich nun, da die Grössen k in den obigen 
Formeln gleich bestimmt sind, einfach geben, wenn man bedenkt, dass das Grössensystem 
eije, sich von dem Grössensysteme 

nur um ganze Vielfache der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen unterscheidet, indem 
g und h ganze Zahlen sind. Nennen wir also ein OrOsBensystem P\Q congment einem 
Grössensysteme ^1^ in Bemg auf die Periodicitätsmodulen der Functionen t^jt^s, wenn 

ö = ? + Ti- +Tf^'+ Ts«i,t + T4Ö,,,, 

^o T19 Tt9 li) T4 beliebige ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, und bezeichnen dies : 
F\Q^p\qy so folgt: 

in Worten: 

j,Bei den hier gew&hlten unteren Grenzen a|ß der Integrale t^|t^ sind die Grössen e^le^ 
congment Summen von je zwei Integralen 2 a^^\lo^^ über die beiden Funkte 17 ausgedehnt, 

für die die Function b{ui — ei\ti^ — e,) verschwindet^ 



2. 

Beweis der Möglichkeit der LSsoiig des vorgelegten Problems; x als eiadeutige 

Function von u,\u, zu bestimmen. 

§. 13. 

Nachdem wir im Vorigen die Eigenschaften der A-Function kennen gelernt, ergeben sich 
leicht daraus die folgenden Sätze, die uns zur vollständigen Lösung des am Ende der 
Graphik vorgelegten Problems führen werden. Im Folgenden bezeichnen also immer 



<) Um das Operiren mit Syitemen solcher snsaimiieiigehSriger Gr9sieii wie «i \h oder /| |/g besiigUch des Wortooidraekei sa ver- 
elnfeehen, notiren wir die folgenden symboliBohen BeEeichnangen: 

«iK— /il/i identiioli mit «t =»/i » «*—/«; ^\^±/i\A^H ±/i\H ±Ai m.e^\H^^i\m0g, 
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/ {a+bx) dx _ fl[a'+h'x)dx 



ß 

zwei Integrale mit gomeinschaftliclxem Integrationswege ^ bei denen die Grössen a und 6 so 
bestimmt sind^ dass das aufgestellte System der Periodieitätsmodulen erfüllt wird, und die 
unteren Grenzen a und ß so, dass die Grössen k den Werth annehmen. 

1. Wenn eine 0-Function nicht identisch als Function von x^ d. h. Ar jedes x ver- 
schwindet (ein Fall , den wir unten näher discutiren werden) , so wird sie nur für zwei 
Punkte in T' 0^ Sind ej\e^ die gegebenen Constanten und tJj, tjj die beiden Punkte, wo = 0*, 
und man setzt: 



du, = ai'> , Jdu, = af»> , 



so existirt die Relation: 



Jdu, = «(•) , Jdu, = «4») , 

ß ß 

Daraus folc^, dass wenn man flberhanpt fOr die Argumente in ^v^lv^ substituirt: 

die d-Funetion, wie auch die letzte Gongruenz beschaffen sein mag, immer fOr die beiden 
Funkte ii]i, ri^ yerschwindet. Denn dieses letzte System unterscheidet sich von u^ — e^lu^ — e, nur 
um Vielfache der zusammengehörigen Periodieitätsmodulen ; ist die d-Function aber für einen 
gewissen Werth der Argumente einmal 0, so bleibt sie es auch , wenn man diese um zusam- 
mengehörige Periodieitätsmodulen ändert, da sie durch eine solche Änderung nur einen endli- 
chen Factor erlangt 

2. Da die verschwindet, wenn 

Wj|w, = a^^\ai^\ im Punkte tj^, 

und wenn 

UiJMa = a?^|o4% im Punkte ij,, 

so folgt, wenn wir diese Werthe in die obige Congruenz einsetzen, dass die d-Function 
verschwindet, wenn 

und wenn 

Die d(t^i|t;2) verschwindet also, wenn man darin ftir die Argumente zwei Integrale Ui\u^ 
substituirt , deren obere Grenze einer der Punkte ist , fär die eine beliebige Function 
d(wi — Cijw, — Ca) verschwindet, und zwar kann man, da 0(t;i|t;jj) = b( — Vi\ — v,), den Integra- 
len das positive oder negative Vorzeichen geben. 

3. Ich behaupte nun, dass wenn man ein Grössensystem r^\r^ hat, für das die d- Reihe 
verschwindet, das also der Gleichung 
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genfigt, man dieses immer, aber nur auf eine Weise congment setsen kann einem Systeme 
Ton der Form: — / du^ \ — / du^^ also zwei negativen Integralen Ui\ti^ mit derselben obern 

Grenze. 

Beweis. Zu diesem Ende betrachten wir 

Hu^—u, + r^\u^—ii, + r,) , 

und es bezeichnen Ui\v^ die Werthe von Ui|ti, in einem beliebigen Punkte afj^; dann wird die 
betrachtete A-Function in diesem Punkte x', s' gleich 0, weil fiir ihn die Argumente sich auf 
^i|^t reduciren. Die muss aber auch noch in einem zweiten Punkte verschwinden, und 
bezeichnen wir diesen durch x^y s^ , so folgt nach 1 : 

tf«i I tti + I du,, 

dui I — / dti^. 
« ß 

Angenommen, es sei noch eine zweite Zerlegung möglich : 



n!^2 



= —j du, I — y du^ , 
« ß 

so folgt, wenn wir dies in unserer d(tit — u, + ^i|«^a— ^ -f- ^t) sübstituiren, die für a:,* = a/, s' 
und a:,s=a;i,#i verschwindet, dass sie auch noch fiir Xj8^=zx„s^y also für einen dritten Punkt 
verschwinden muss. Dies ist aber unmöglich, da sie wegen der willkürlichen Wahl von u,\ut 
nicht identisch verschwindet. Somit ist der Beweis geliefert, dass wenn ^(rilr,) = 0, nur ein 
Punkt x,^8, ezistirt derart, dass 



nr» 



dui\—jdut I . 

« ß ' 



ß 

Die betrachtete d-Function wird nun 0, wenn wir XjS =i Xi^s^ setzen: dann resultirt, da 

dui -:- ttl + r, I / du^ — «4 + ^f ^ — ^1 1 — ^9 

[»(±t4|±t4) = o } , 

und da der Punkt 2^, sf dem diese Integrale entsprechen , ein gani beliebiger a:, ^ ist , so 
folgt der wichtige Satz, der die ümkehrung des vorhergehenden ist: 

„Die Function ^v,\v^) yersohwindet als Function von x identisch, wenn man fOr die 
Argumente Vi\v^ zwei Integrale u^ltt^ mit derselben obern Grenze oder ein diesen congruen- 
tes System substituirt^ 

Jetzt können wir auch einen Fall entscheiden (ob dies der einzige ist, werden wir im 
Folgenden sehen), wo b(ui — e,\u^ — e,) identisch, d.h. für jeden Werth von x verschwin- 
det. Dies geschieht, wenn 

eil^a ^ 0|0, 

da dann t^ — e,\ti^ — e, sich auf ein Uj\u^ congruentes System reducirt und, wie eben bewie- 
sen, 0(2;i|t;^) -= ist, wenn v^lv^ ^ c^i|t^ Lflsst sieh also das System ei\e^ aus YieUaehen 
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der zusammengehörigen Periodioitfttsmodulen zasammensetsen, so verschwindet die ft dureh 
Substitution von u^ — e^\u^ — e, identisch. 

4. ^Ein beliebiges Orössensystem e^\e^^ fttr das ^{u^ — e^\u^ — e^ nicht identisch vor. 
schwindet, kann immer , aber nur auf eine Weise Sunmien von je zwei Integralen con- 
gruent gesetzt werden, so dass 

dui + / dui I / du^ + / dti^^ 

a aß ß 

Denn dann sind nach Vorigem Xj, s^ und arg, s^ die beiden Punkte, filr die 0(wi — e^ \ u^ — e,) ver- 
schwindet, und könnte man e^le^ noch auf eine andere Weise congruent setzen, z. B«: 

dui + / dui\ I dti^ + J dw,, 

a c ß ß 

60 würde b(ui — eje*, — Cj) auch noch für x^8 = x^^s^ und XjS=zX4^jS^ verschwinden, was un- 
möglich ist, da diese Function, wenn sie nicht identisch verschwindet, nur fQr zwei Punkte 
bewiesenermassen versehwinden kann. 

Verschwindet aber d(tti — Cjjw, — c,) identisch, d. h. für jeden Werth von ar, was einmal 
der Fall ist, wenn eije^^OlO, so muss sich das Grössensystem 6^1 e, auf unzählige Weisen 
congruent setzen lassen Summen von je zwei Integralen, so dass 



/«,» /•€,« MB,9 ^9 

du^ + / ^^1 I / ^^2 + / ^tj 



« a *ß ß 

WO dem x^s jeder beliebige Werth genügt. Die Lage des Punktes 89 a ist dann von der Lage 
des Punktes 2:, s abhängig und ändert sich stetig mit ihr. um dieses Abhängigkeitsgesetz zu 
erforschen, differenziren wir die Congruenz, was erlaubt ist, da x vollkommen variabel. Sie 
ist gleichbedeutend mit dem folgenden Systeme zweier Gleichungen: 



rftti -|- / du^ , h= I ^w, + / dt^j 



% 'a 'ß ^ß 

WO Cx|8, Constante sind congruent e^\e^. Es folgt also durch Differenziation : 

^ ^ (a+bx) dx (g+ftS) cg Q ^ {a'+Vx)dx (a-+y$) d? 

Eliminiren wir die Differentiale, so folgt als einzige Auflösung: 6 = 2:, und die Glei- 
chungen zeigen, dass dann die beiden Wurzeln t/(x,x,A,tA) und |/(£, x, X, fx) dieselben absoluten 
Werthe, aber entgegengesetzte Vorzeichen haben müssen, so dass, wenn zum Punkte x^^x 
der Werth (+ *) gehört, zum Punkte 6 = 3? der Werth ( — s) gehören muss. Demnach haben 
di^ Punkte x, s und £, o eine solche Lage wie x, ä und x^ — 8. 

Ist also d(wi — Ciltij — 6,) identisch 0, so ist 



\\e^ ^ / dwj + / dui I / dt^ + / du^ 



a « 1p "-ß 

für jeden Werth von x\ in Folge dieser Eigenschaft müssen alle Systeme cje,, für die 
Ä(wi — öi|«i — c,) identisch verschwindet, unter einander congruent sein, und da 0|0 ein solches 
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System ist, indem ^{u^\u^ = 0, so folgt, dass b{ui — ey\u^—e^ nur identiBch venohwindet» 
wann e^je, ^ 0|0, und es ist dann das System e^\e^ oongment Summen von je swei Inte- 
gralen ausgedehnt über die beiden Punkte x^ a und x, — a , die einem beliebigen Werthe 
von X im obem und untern Blatte der Flflche entsprechen. Man hat also fiir jeden Werth 
von X die Congruenz : 



rfwi + / du^\ j du^ + f du^y 



oder auch: 



ß -ß 



dui I / du^ ^ — •- / du^l — / du^. 



Anmerkung. Es bedarf noch einer Erklärung, wesshalb, selbst wenn ei|e, = 0|0; das Endresultat des §. 11 
scheinbar n »» 2 ist. Dies beruht auf der Formel (B), die nur dann Giltigkeit hat, wenn die ^ in einigen 
Punkten verschwindet, und dann giebt der Werth n = 2 noth wendig die Zahl dieser Punkte an. Ist aber 
^in allen Punkten identisch 0, so verliert die Formel (B) jegliche Bedeutung, indem dann allenthalben 
•d+ <B «^ SB ist, und wenn wir sie doch anwenden, müssen wir natürlich ein falsches Resultat erhalten. 



Wir kommen jetzt zum Kernpunkte der ganzen üntersuehung. In der Graphik hatten 
wir gefunden^ dass zu einem Werthe von XjS unzählig viele correspondirende Systeme w, | Ug 
gehören, die alle unter einander congruent sind, d. h. sich nur um zusammengehörige Perio- 
dicitätsmodulen unterscheiden. Die Frage, die die Graphik nicht lösen konnte, war, ob wenn 
ein System u^\u^ gegeben und in Folge dessen auch alle congruenten, dadurch der Werth von 
X eindeutig bestimmt sei, ob man also 

setzen dürfe. Diese lässt sich jetzt sofort beantworten. Sind nämlich Ui \ u^ überhaupt die 
Wertibe zweier demselben Punkte in T entsprechender Integrale, so muss für jeden Wertk 
dieses Punktes 

b(-U,\—U,)=:0 

sein, also nach 3: 



dui I / du^ j 



ß 

und nur auf eine Weise ist diese Congruenz möglich, indem ein Grössensystem, für d^s die 
d-Reihe verschwindet, nur auf eine Weise zwei Integralen mit derselben obern Grenze con- 
gruent gesetzt werden kann. Demnach ist durch die Werthe des Systems Ui\u^y wenn sie 
numerisch für einen Punkt gegeben sind, dieser Punkt selbst eindeutig bestimmt. Ändert sieh 
tiiju, stetig, indem wir von einem Punkte zu benachbarten übergehen, so ändert sich auch x 
stetig. Denmaeh ist x eindeutig als Function von Uilu^ bestimmbar, muss sieh also ratioual 
durch diese Grössen ausdrtlcken lassen. Dieselbe Eigenschaft muss den ftinf darzustellenden 
Functionen zukommen , da sie in T' auch einwerthig als Functionen von x bestimmt sind. Sie 
müssen sich also^ solange man in T' operirt, rational durch Ui|t^ ausdrücken lassen. Hiermit 
ist die Möglichkeit der Lösung des Problems bewiesen, und es kommt nur noch darauf an, die 
Auadjrücke für die Functionen zu bilden. 
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Eine andere Auffassung des Problem^ der Inversion ftir diese Glasse von Transcendenten 
hat Jacobi versucht in der schon citirten Abhandlung, und haben nach ihm ausgeführt GMpel ^) 
und Bosenhain *)• Sie ergiebt sieh leicht aus dem Lehrsatze sab 4. Setzen wir nämlich mit 
Jaoobi bis auf Vielfache der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen : 

/ du^ + / dui = u, 

/ dti^ + / du^ = w', 

so folgt aus dem angefiihrten Lehrsatze , dass wenn die Werthe von u und ^i beliebig nume- 
risch gegeben sind (so dass nicht w|m' ^ 0|0), die Werthe von x und y nur auf eine Weise 
so bestimmt werden können, dass die Congruenzgleichung: 

u\ti ^ i dui + I dui I / dt^ + / dfua 

« « ß ß 

erfüllt wird. Lässt man u und t^ stetig varüren, so ändern sich auch x und y stetig. Dam« 
nach sind x und y eindeutig als Functionen von u und v! bestimmbar, müssen sich also 
rational durch diese GhrOasen ausdrtlcken lassen. Man kann also mit Jacobi setzen : 

X = X{UyU') , y = V(UjU')y 

wo X und X' rationale Functionen von u und u' bezeichnen. 

Diese Auffassung ist in gewissen Beziehungen allgemeiner als die unsrige, hat daftir 
aber. den Nachtheil^ dass durch sie der einfache Zusammenhang, welcher zwischen den drei 
Grössen Xj u^lu^ herrscht, verwischt wird. Die Functionen X und X' sind gewissermassen 
Functionen zweier Variablen, indem die Werthe von u und u' ganz beliebig angenommen wer- 
den können, und immer aus ihnen x und y sich eindeutig bestimmen. Dagegen 'bei unserer 
?(^|^0 ^^^^ die Grössen u^lti^ ihrer Natur nach immer an die Bedingung d(ui|t^) = ge- 
knüpft, so dass eine Änderung von Ui auch eine von t^ bedingt und umgekehrt. Die 
Function <p ist demnach nur eine Function sweier Symbole« aber einer Variable. Die 
Functionen <p und X haben das mit einander gemein, dass sie vierfach periodisch sind in 
Bezug auf gleichzeitige Änderungen der Argumente. Von dieser Eigenschaft sind GOpel und 
Bosenhain in ihren ausgezeichneten Arbeiten ausgegangen, indem sie Reihen bildeten, die 
Functionen von zwei Variablen mit vierfacher Periodicität darstellten, die algebraischen 
Beziehungen zwischen ihnen untereinander und ihren Differentialquotienten ermittelten und 
dann durch passende Substitutionen ultraölliptischer Integrale zu den inversen Functionen 
gelangten. Wir sind den directen Weg gegangen, indem unsere 0-Function gleich schon als 
Function von x eingeführt wurde, und daraus im Folgenden sich unmittelbar die darzustellen- 
den Functionen ergeben werden,* ohne dass wir, wie die Vorgänger, nötbig haben, vorher die 
Belationen, welche zwischen den 0-Reihen bestehen, aufzusuchen. 



1) Cr alle*« Journal Bd. 66: Thaoriaa transoandantiiim Abaliananim primi ordinis adumbr&tio levis. 

') M6moira avr las fonctiona da daox Tariablea at i quatre p^riodasy toma XI da Reoueil des s&r&nts ^trangars da r«oa> 
dtoia das sciencas da Paris. 
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3. 
Bildung der Ausdrücke far die darzustellenden fünf Functionen. 

§. 14. 

Die 0-Function können wir als den Keim der algebraischen Functionen ansehen und wir 
wollen jetzt dazu übergehen letztere darzustellen. Da algebraische Functionen in der Fläche 
T oder T' für gleich viel Punkte oo^ und 0^ werden, so nähern wir uns ihnen, wenn wir den 
Quotienten von zwei O-Functionen betrachten : derselbe hat wieder eine Eigenschaft mehr mit 
den algebraischen Functionen gemein und wird uns leicht zu weiteren Besultaten fuhren. 
Setzen also: 



R = 



^(ui-/i|t*t-/.) ' 



so hat dieser Ausdruck folgende Eigenschaften: er wird für zwei Punkte in T' oo^ und 0\ 
an den Linien a und c bleibt er ungeändert, denn die & sind dort stetig, beim Überschreiten 
einer Linie 6^ (v = 1,2) von der negativen auf die positive Seite erlangt 

0(mi — Ci|w, — e^) den Factor e-*(«^-«^> - «v.v ^ 

daher erlangt 

am Querschnitte b^ den Factor e* ^'*"""^'^ , 



B 



^2 7J 7) ® 



R ist demnach in T' eine einwerthige und stetige Function des Ortes von x, die fttr 
8wei Punkte 00^ und 0^ wird und an den Querschnitten constante Factoren erlangt. Könnten 
wir nun diesem Ausdrucke Factoren an den Querschnitten beibringen, die Quadratwurzeln der 
Einheit wären, und suchten alle möglichen Formen, so müssten unter diesen die fünf vorge- 
legten: Vx^ Vi — X etc. einbegriffen sein. Um an allen Querschnitten die Factoren beliebig 
zu erhalten, müssen wir noch eine Exponentialgrösse hinzufugen, schreiben also, indem A 
eine willkürliche Constante bedeutet, 

dann bleiben die Punkte, wo B 00* und 0* wird, ungeändert, und 

__ , (am Querschnitte d, den Factor c*^"', 
jBerlanfft< 

Es erlangt also R am Querschnitte a^ den Factor ± 1, je nachdem wir s^ = oder = 1 
setzen. Soll R am Querschnitte b^ den Factor ±1 erlangen, so haben wir nur bis auf Viel- 
fache von 2inf zu bestimmen : 

2 («V— /v) + ^(h,. + e«o«,v = s>* > < = oder = 1. 

(Pryin.) 6 
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Dias giebt uhb eine Belation swischen den Constanten e^ und/^ der beiden d, nftmlich: 

Führen wir die hieraus sich ergebenden Werthe für e^ und eg in B ein, so wird 

*(wi— /i— Y ^^' + 2 ~ «1., I Mj — /2— y ^' + 5^ öf,, J 

J5 =^ ^r T■^ Tl ^ e'*"'^'* 



«■ 



9 



und dieser Endausdruck hat folgende Eigenschaften: 

,, Er wird, da /i |/g willkürlich, für zwei beliebig zu wählende Punkte oo* und für 
zwei andere davon abhängige 0^ ist in der ganzen Fläche T' einwerthig und stetig als Func- 
tion des Ortes von x bestimmt und erlangt 

am Querschnitte a^ den Factor e*>'*' = ( — l)*v= ± 1, je nachdem e^ = oder = 1, 
„ „ ^^ 7i ji ^*''' = ( — ^T* = ± 1) j® nachdem«^ = oder = 1. 

jB* erlangt also, wenn die Grössen 8,8' so gewählt werden (Ooder 1), an allen Querschnitten den 
Factor + 1 , ist demnach nicht nur in T\ sondern auch in der ganzen Fläche T einwerthi^g 
und stetig, also eine wie die Fläche T verzweigte algebraische Function. Da wir nun die 
Grössen e, e beliebig oder 1 setzen können , so liegen in dem Ausdrucke R alle die alge- 
braischen Functionen , die in T einwerthig, für zwei beliebige Punkte x, s oo^ werden und 
beim Überschreiten der Querschnitte Factoren ± 1 erlangen, in Folge der letztem Eigen- 
schaft aber Quadratwurzeln aus algebraischen wie die Flüche T verzweigten Funotionen 
Bind.«' 

§. 15. 
Den Zähler des Ausdruckes R wollen wir gesondert untersuchen und setzen: 

Wi—/i| «^2-/2 = «'>«, 
so wird 

Setzen wir nun statt des Ausdruckes im Zähler die ihm entsprechende zweifach unend- 
liche Reihe, so wird der Exponent des allgemeinen Gliedes, wenn -4i = e** : 

01,17»» + 2a,,,OTn+ Ot,^* + 2m{v^- -^to +^ai,, + ^Oi.«) + 2w(ü,- ^to -f -a,,, + -\, J -f t^v^ + t,t>, +c 

= ai.i(»»+^)'+2ai.,(m+i')(»+i*) +a^,[n+'^ +2(mJr'^)(v,-'^7ü) + 2 (n + i*) (t;,-^!«), 
wenn wir A^ = e"" so bestimmen, dass die Constante c den Werth anninunt : 
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Wir erkennen daraus, dass der Gesammtzähler des Ausdruckes R eine der ursprüng- 
lichen ähnlich gebaute 0-Beihe ist, nur mit dem unterschiede, dass statt m und n: m-^- ^ und 
n+ -,und statt t^ilt;^: «^1 — ^^*|^i — ^^* gesetzt sind. Diese ft-Reihen wollen wir nach dem 
Vorgange von Siemann zur Unterscheidung von der ursprünglichen durch das Symbol Q?^) 

bezeichnen, welches wir die Charakteristik nennen, indem es sämmtliche Bestimmungsstücke 
enthält Dann ist also : 

(I) 5 = — "'• 



d(ü,|v,) 

und die Factoren an den Qaerschnitten Oi, ii, o,, &, sind in derselben Reihenfolge: ( — 1)**, 
(— 1)<, (— 1)S (—1)*^. Es ist femer : 



s+OO Ns+OO 



= 2 2 «""'(•+^)'-^'"'"("'-^)("+«)'-''("-'^)'-'*(-^7')("-?«^)+«(-+?)('.-T-') 



»SS- 



und in dieser allgemeinen Form ist auch unsere gewöhnliche d-Reihe einbegriffen, indem 

Da die Grössen e,8' entweder = oder = 1 sein können, man aber aus und 1 auf 2^=16 
Weisen Variationen zu vier Elementen mit Wiederholung bilden kann, so folgt, dass in 

Or*j'/l(t^ije?,) überhaupt sechszehn Formen enthalten sind, und es fragt sich jetzt, wie viele von 

diesen d-Reihen gerade, wie viele ungerade Functionen der Grössen t^ijüg sind. Bedenkt man 

nun, dass der Werth der Reihe sub (IT) nicht geändert wird, wenn m^ darin statt [m + ^) 

ggf 

und (^ + ^) • — (^ + ^) '^^^ — (^ ^" ^) ^^^r®^'^*) indem diese Grössen auch so alle 
ganzen oder halben Zahlen durchlaufen , wenn m und n alle ganzzahligen Werthe von — oo 
bis -{- oo annehmen: dadurch also nur die Ordnung der Summation umgekehrt wird: diese 
Umschreibung aber in dem allgemeinen Gliede dieselbe Änderung bewirkt, als wenn man 
statt t?i 1 1?2 : — Vi\ — Vg geschrieben und dann mit 

* 

also mit einem constanten Factor multiplicirt hätte, da e*****' = 1 = e** *'»*', so folgt: 

(m) »q;;)(^>o = (-ir'+-^»(;i3(-^ii-f.> 

Demnach ist die 0-Reihe gerade , wenn «i «l + ^ 4 {= 2} ? ungerade , wenn «i ej + e, 4 = 1. 
unter den sechszehn Formen sind sechs ungerade Functionen , und ihre Charakteristiken 
sind : 

(oij> \\\n (oijj (ioJ> (iij? (loj* 

Die übx!^n sehn sind gerade Functionen^ mit den Charakteristiken : 

Aoojj (oij> (00J7 (lojj (00)7 (ii)j (ioj> (01)) (ooy> (ii)- 

6* 
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Die nngeraden d- Functionen verschwinden, wie alle ungeraden Functionen, wenn 
man die Argumente gleich setst, denn ist (die Charakteristik werde durch einen Buch- 
staben bezeichnet): 

( »(e)(f>,) = — 0(e)(-y,|-ü,)» 

(IV) 

( so ist : *(8)(0|0) = — 0(e)(0|0) = 0. 

§.16. 

Die den sechs ungeraden 0-Functionen gemeinsame Eigenschaft, zu verschwinden, wenn 
die Argumente Vi|t;a^O|0 (ob von den geraden auch welche fiir diese Werthe verschwinden, 
bleibe einstweilen dahingestellt), macht es uns möglich, Functionen zu bilden, die in T' ain- 
werthig, nur für einen Punkt cx)^ und 0^ werden und an den Querschnitten Factoren ± 1 
erlangen. Da nunVx, Vi — x,. . .Vi — ^x und Quotienten von je zweien dieser fünf Func- 
tionen die einzigen sind, die diese Eigenschaft haben, so müssen sie wenigstens theilweise 
in den zu bildenden Formen enthalten sein; ob alle, wird die folgende Untersuchung lehren. 

Wir hatten nämlich gesetzt: Vi\v^ = Ui—f^\u^—f^^ wo fi^f% ganz beliebige Grössen 
waren ; wir können demnach auch setzen : 

WO til|t4 die Werthe von u^\u^ in einem beliebigen festen Punkte x\s[ bezeichnen sollen. 
Substituiren wir dies in den d-Functionen , so venchwinden s&mmtliche sechs ungerade 
0- Functionen für denselben Punkt x,^ = 2/, y, da dafür v^\v^^O\0. 
Aus d(e)(0|0) = folgt aber aus (II) des vorigen Paragraphen: 

da der Factor w^iC*»"'"^*«*^ endlich bleibt, wenn ^i | v^ ^ | 0. Wir finden also den zweiten 
Punkt a?i,Äi, für den eine ungerade ö(e)(e/i — li^u^ — 14) ausser für x, ä = x', ^ noch ver- 
schwindet, indem wir 

(6) _ J.TO + 2 ^ai,, I — ^ 7ü^+ S jo,,, = — / du^ \ —J du^ 

setzen, was ja nur auf eine Weise möglich ist. Ich behaupte nun, dass ein Punkt x^j s^ der dieser 
Congruenz genügt, nothwendig einer der sechs Verzweigungspunkte der Fläche T ist Denn 
da die Grössen e, e' nur oder 1 sein können, so folgt aus der obigen Congruenz durch Mol- 
tiplication mit der Zahl 2 : 



■ß 



ß 
Aus Früherm ist aber bekannt, dass für jeden Werth von x die Congruenz: 



dui + / d^i I / d^i + / d^2 



2 

ß 'ß 
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stattfindet, und diese Congruenz kann ^x^ 8^=^X1^81 nur die Form der vorhergehenden anneh- 
men , wenn die beiden Punkte x^e und x^ — 8 zusammenfallen, d. h. wenn x^ ein Verzwei- 
gungspunkt ist Da es sechs Verzweigungspunkte giebti so werden demnach von den sechszehn 
Systemen, die sich aus Halben der correspondirenden Periodicitätsmodulen bilden, sechs sich 
in die Form (6) bringen lassen und in Folge dessen die Gleichung (a) erfüllen. Gäbe es mehr 
Verzweigungspunkte } so würde die Gleichung (a) filr mehr als sechs Systeme stattfinden, 
d. h. es müssten auch von den geraden ft-Functionen einige für v^\v^ ^ 0|0 verschwinden, 
und umgekehrt, verschwänden von den geraden ^-Functionen einige, so müssten mehr als 
sechs Systeme sich in die Form {b) bringen lassen, was unmöglich ist, da nur die sechs Ver* 
Zweigungspunkte dieser Congruenz genügen können. Daraus folgt, dass die Punkte, fikr die 
die ungeraden 0-Functionen ausBor ftkr den gemeinsamen Punkt x, ^ = o/, y noch verschwin- 
den, die sechs Verzweignngspnnkte sind, d. h. wenn man in einer ungeraden 0-Function 
für die Argumente Vi\v^ die Integrale u^ — u^\u^ — u^ substituirt, so verschwindet dieselbe 
für den Punkt xf^8' und ausserdem noch für einen bestimmten der sechs Verzweigungspunkte 

0, 1, - ,. .,cx). 

Zu demselben Resultate können wir auch durch rein algebraische Betrachtungen gelan- 
gen. Bilden wir nflmlich den Quotienten von zwei ungeraden ft- Functionen: 

»Q ;i)(«^i— w; \u^—u\) «. < + - «i - 1. 

so hat derselbe folgende Eigenschaften. Für Xj8 = x\ e' werden Zähler und Nenner des 
Ausdruckes zugleich 0% r bleibt also in diesem Punkte endlich und wird demnach nur für 
den einen Punkt 0^ für den die d im Zähler noch verschwindet, und für den einen Punkt oo\ 
für den die im Nenner noch verschwindet. Um die Factoren zu finden, die die Function beim 
überschreiten der Querschnitte erlangt, so wissen wir, dass die Factoren 

von s = ^^^i;;'.--::-? i (-V (-i)S (-i)\ (-'if, 

von 



^= ''t=::lrg i '-')^' (-'^'' (-')-' f-'^"' 



sind, daher sind die Factoren 

indem wir allgemein statt ( — l)*"""» das gleich werthige (da e, >j nur oder 1)( — l)*"*""* schreiben. 

Denmach ist r eine algebraische Function, die in T' einwerthig, nur filr einen Punkt cx)^ 
und 0^ wird und an den Querschnitten Factoren ± 1 annimmt Es erlangt also r^ an allen 
Querschnitten den Factor + 1, ist demnach eine wie die Fläche T verzweigte algebraische 
Function, die für einen Punkt c»* und für einen Punkt 0* wird. 

Der allgemeine Ausdruck einer wie die Fläche T verzweigten Function, die nur für 
zwei Punkte c»* und 0^ wird, ist aber (nach §. 3) : 

m + na? 
m -\- nx 
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wo m^ ml^ n, n' beliebige Constante bezeichnen, die theilweise auch sein können, wenn z. B. 
der Ausdruck für o; = oo keinen endlichen Werth haben soll. In dieser Form muss also die 
Function r* enthalten sein, und da dieser Ausdruck nur dann in einem Punkte oo' und 0^ 
wird, wenn wir die Constanten so bestimmen, dass die beiden Punkte, wo er oo\ so wie die, 
wo er 0^ wird, zusammenfallen, er also nur in Verzweigungspunkten oo und wird, so folgt 
daraus, dass der Quotient r zweier ft-Functionen , die fiir a:,^ = a/,«' beide verschwinden, in 
einem Yerzweigungspunkte oo^ und in einem andern 0^ wird, und da es nur sechs Yerzwei- 
gungspunkte giebt, so verschwinden auch nur sechs von den sechszehn d-Functionen, wenn 
man die Argumente fi|f, ^ 0|0 setzt 

Hat man nun ^ so bestimmt, dass dieser Ausdruck fiir den Verzweigungspunkt, 

wo die d im Zähler verschwindet, 0* und für den andern, wo die d im Nenner verschwindet, 
oo* wird, so kann sich r* von diesem Ausdrucke nur um eine Constante unterscheiden, und 
man hat: 



= Const.l/^±^ 



Der Werth dieser Constante ist offenbar von dem Punkte s/, 6^ abhängig, für den der 

d-Quotient unter der Form - erscheint. Da der Werth des Quotienten nicht geändert wird, 

wenn wir x, s mit s/, / vertauschen , indem dann Zähler und Nenner als ungerade Functionen 
den Factor — 1 erhalten, so darf durch diese Vertausch ung auch die rechte Seite der vor- 
stehenden Gleichung sich nicht ändern, d. h. es muss sein : 



= Con8t,>l/^ +^^^ . |/ ^ + ^^ , 

y »»' + nx' ) m! + n'x 



wo jetzt Consta von x und x' vollkommen unabhängig ist. In dem Ansdmcke r tuind demnach 
alle algebraischen Functionen enthalten, die für einen Verzweigungspnnkt oo^ und für einen 
andern 0^ werden, und an den Quenchnitten Factoren ± 1 annehmen, denmach auch die fbnf 

darzustellenden Functionen: Vx^ Vi — x etc.; die Aufgabe ist nur noch, für jede der sechs 
0-Functionen den ihr zugehörigen Verzweigungspunkt zu finden, für den sie ausser für 
a?,5 = a/,y noch verschwindet. 

§. 17. 

Die sechs ungeraden d-Functionen sind nun, wenn wir Uy — wl | w, — li^ mit Vi|v, be- 
zeichnen : 

2. K^{v,\v,) = Con8t.d(t.. + ^' h, -| + Y>^ 
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6. »(!;)(«>,) = Con8t.d(t,, _ ^ + ^' 1 1,, _ |L + ^) e\ 

Um für jede dieser Functionen den zugehörigen Verzweigungspunkt zu finden, für den 
sie ausser für den Punkt a:,Ä = a:^,y noch verschwindet, müssen wir die Werthe des Inte- 
gralsystems 

/ rfWi I — / rfttj 

für sämmtliche sechs Yerzweigungspunkte, als obere Grenzen, bilden, und dann untersuchen, 
welchem von den sechs Systemen , in die die Argumente der rechts stehenden einfachen 
d-Functionen übergehen, wenn man, der Gleichung a:,Ä=a:',Ä' entsprechend, die Grössen 
9 = setzt, ein jedes Integralsystem congruent gesetzt werden kann: 'denn es ist 

a ß 

wenn x^ den Yerzweigungspunkt bezeichnet, für den die ungerade Function 0(t)(Wi — u[\i^ — wi) 
noch verschwindet ausser für x^s = afj 8\ 

Es sei nun: — / dti^ = w«) — / dti^ = Wp, Werthe, die wir einstweilen noch nicht ken- 

nen, indem wir die unteren Grenzen a und ß zwar so angenommen, dass died bestimmte Eigen- 
schaften erlangte, sie aber noch nicht ausgewerthet haben. Das nur wissen wir, dass die 
Grenzen a und ß und folglich auch die Grössen u^ und u^ immer, aber nur auf eine Weise, 
d. h. einwerthig so bestimmbar sind, dass sie den aufgestellten Bedingungen genügen. Die 
Werthe der übrigen Integrale zwischen den Verzweigungspunkten, auf bestimmten Wegen in 
der Fläche T ei'streckt, kennen wir, da sie sich, wie wir früher gesehen (vergleiche §. 5), 
durch Halbe der Periodicitätsmodulen ausdrücken lassen. Es ist nämlich : 

a,,i = — 2 / duiy 7CÄ = 2 / duij «i,, = — 2 / du^ = 2 / dui] 

° )? ]? 

Ol , = — 2 / rfwj, = 2/ dti^y 0,^2 = — 2 / äw,, m = 2 / du^] 

1 
du -{■ j du -^ I du = alle Werthe bestimmt sind. Allein 

diese Integralwerthe entsprechen einem bestimmten Wege in der Fläche T, nämlich im obem 
Blatte in der Richtung der Abscissenaxe , auf der linken Seite der Verzweigungsschnitte , wo 
solche zwei Verzweigungspunkte verbinden. Da wir aber hier in der Fläche T' operiren , so 
kommt es darauf an , die Werthe in T auf die Werthe in T' zu reduciren , denn die Integrale 
sind in T wegen- der verschiedenen möglichen Wege nur bis auf ganze Vielfache der zusam- 
mengehörigen Periodicitätsmodulen bestimmt, in T' sind ihre Werthe aber vollkommen vom 
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Wege unabhängig. Man hat bei dieser Reduction nur zu beobachten, dass wenn man bei der 
Integration einen Querschnitt überschreitet, man den Werth des Integrals um den betreffenden 
Periodicitätsmodul zu- oder abnehmen lasst, je nachdem man von der negativen auf die positive 
oder von der positiven auf die negative Seite kommt, und dann sind die so erhaltenen Besultate 
die Werthe der Integrale für die Fläche T. Die Wege der obigen Integrale in 7 überschreiten nun 

immer Querschnitte, und zwar zwischen und 1 den Querschnitt 6i, zwischen 1 und — den Quer- 

11 1 1 * 

schnitt Ol, zwischen — und— die Querschnitte b^ und o,, zwischen— und— den Querschnitt 

6,, zwischen — und c» den Querschnitt a,. Wir erhalten demnach: 

fJL* 

Jdu in T =J dui + (h^i = ^", eben so / du^ in T = ^*, 



Und ähnlich für die übrigen, so dass als Werthe der Integrale in T sich die folgenden 
ergeben: 



in 



LI. i- 

11 11 



X« 



Jetzt können wir für sämmtliche Verzweigungspunkte das verlangte Integralsystem 
bilden, und es findet sich : 



1. für X 



2. 



x= 1 



3. 



ar = -T 



4. 



6. 



6. 



= : — / dui 

— / dui 

a 
1_ 

— / du^ 

a 
1 

— / duj^ 

a 
1 

— / dui 

a 

; — / dui 



m a5 = — 



X = — 



— ldUt = U^ I Mj, 



a 



u 



t.« 



ü 



2 



—Jdu^ = u,-\- ^ - 

r^ »"■ . 

-^rfu, = «. + --- 

/»oo 

-jdu« = u. + f-^- I 

ß 



w 



ß 



gl.« 

2 



9rt 

2 ' 



irt 



«.■ 



^ß 



P 2 



2 2 



Diese Werthe der correspondirenden Integrale müssen nun congruent mit den sechs 
Systemen von Halben der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen übereinstimmen, für die 
die einfache d-Function verschwindet. Eines dieser letzteren muss dem Systeme u^\u^ con- 
gruent sein, und wenn wir seinen Werth statt u^\u^ in den letzten Formeln einsetzen, so 
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müssen die Integralwertbe vollkommen congruent mit den sechs Systemen im Anfange dieses 
Paragraphen übereinstimmen. Dass diese Übereinstimmung nur auf eiiM Weis« möglich 
gemacht werden kann, ist klar, da bis auf Ganze der zusammengehörigen Periodicit'äts- 
modulen u,|wp wie a und ß einwertbige Bestimmtheit haben; wir erreichen sie, wenn wir setzen: 



«1,1 , «1,1 



2 "*" 2 "•" 2 ' 



dann stimmen die Werthe des Integralsystems für die sechs Yerzweigungspunkte vollständig 
congruent mit den sechs Systemen , für die die d verschwindet, tiberein, und zwar so, dass in 
der Reihenfolge, wie wir die d-Functionen geschrieben, sie auch verschwinden für die Punkte : 



1 1 1 

"' ^' ^' X^' ,*«' 



Dividiren wir demnach die ersten fünf d-Functionen durch die sechste, die für x 
verschwindet , so erhalten wir die folgenden Formen : 



I. 



•9(j!)(«.-«: 



^?x«. 



Factorensystem : (- 



n. 



•^s)(m.— »: 



Factorensystem : 



III. 



•&(?!)(«.-««; 



•^}?)(«.— «; 



Factorensystem : 



IV. 



^as)(«i-«i 



^s)(«.— «: 



Factorensystem : 



V. 



^(S)(«.- 



^?)(«.-«; 



Ut—u't) j = 0* ,wenn x = , 
u, — tti) ( =1 ooSwenn a: =s oo j 



*. 



«1 

l).. + i, Ä + 1, (— 1)''. + ''« =—1, (-ll/' + i.^ - 1,(— l)«i + i; = + 1; 






tt,— »i) ( = 



0* ,wenn x 
oo^,wenn x 

•1, 



= 1 t 



-1, 



1, 



+ 1; 



u,— wi) 



u^—u'i) 



«,—«*;) 



Wj — U2) 



«*>— «*i) 



tt,— 14) 



Factorensystem : 



= 0^ .wenn x = — ^ 

TT 

= oo*,wenn a; = oo ; 

-1, +1, 

^ jwenn a; = — , 

= oo*,wenn a; = 00 ; 
+ 1, +1, 

= ,wenn a; = — , 

^ oo',wenn a; = 00 ; 
+ 1, + 1, 



1, 



+ 1; 



1, 



1; 



+ 1, 



1. 



Man erkennt, dass diese fünf Formen mit den fttnf darzustellenden Functionen sämmt^ 
liehe bestimmende Eigenschafiten gemein haben; sie werden fSr dieselben Punkte 00^ und 0^ 
und erlangen an den Querschnitten dieselben Factoren (vergl. die Tab. §. 9), so dass sie sich 
von ihnen nur um multiplicative Constante unterscheiden können. Denn bezeichnen wir z. B. 



(FTTm.) 
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die erste Form, die in ihren Eigenschaften mit r x tibereinstimmt, durch r^, so ist— eine 



X 



stetige Function des Ortes in T', die flir keinen Punkt oo und wird und an allen Quer- 
schnitten den Factor + 1 erlangt: demnach ist sie wie 7^ algebraisch verzweigt und muss, 
da sie nicht oo wird, eine Constante sein. Wie diese Constanten in jedem speciellen Falle 
von t! abhängen, haben wir oben discutirt; wie nämlich die d-Quotienten so müssen auch die 
ihnen äquivalenten algebraischen Ausdrücke symmetrische Functionen der Grössen a/ und x 
sein. Setzen wir nun zur Abkürzung : 

du^ = u'^» , u^ — u^ = 1 dUi = u^,j 

und schreiben statt der ^-Functionen mit den Charakteristiken die ihnen entsprechenden ein- 
fachen, um übersichtlicher die Constanten bestimmen zu können, so folgen die Endresultate: 

I. : : : — e = c,Va/ Vz , 



IL 



III. 






9 m 



W =C,|/l— X' Vi 



'X 



9 9 



•^K'-T+T-'K'-T + T-') 



= c,J/l— xV Vi— x*x , 



IV. .-^K— T + -1-+ > 1^«--+ i + ^)^^^ _ cyi=}^' VT=^ , 



V. 






= CftV^l— /iV Vl—ix^x. 



§. 18. 

Hiermit ist das aufgestellte Problem in seiner allgemeinsten Form gelöst. Wir bemerken 
zunächst, dass wenn wir die beiden Ghrössen x und x unbeschränkt variabel annehmen, die 
fa'nks stehenden Ausdrücke Functionen mit ganz beliebigen Argumenten sind, indem man 
x.und x' immer so bestimmen kann, dass das System Ui'i|2^ jedem willkürlich angenomme- 
nen Systeme e^\e^ congruent wird. In sofern wir aber dem x auch einen constanten Werth 
beilegen können, ist die Möglichkeit gegeben, sowohl die rechts stehende Function von x, so 
wie die ihr entsprechende vonV, jede fiir sich, durch d-Functionen mit bestimmten Argumenten 
auszudrücken; in Folge dessen werden dann auch die links stehenden Quotienten, die die Diffe- 
renzen zweier Integrale zu Argumenten haben, sich durch 0-Functionen, die die zwei Integrale 
gesondert enthalten, ausdrücken lassen. In dieser zweifachen Auffassung berühren sich die 
Jacobrsche Theorie und die unsrige, indem beide, obwohl von verschiedenen Grund-* 
anschauungen auf verschiedenen Wegen ausgehend, zu den Endresultaten des vorigen Para- 
graphen führen können. Nach der Jacohi^schen Theorie werden nämlich von Anfang an 
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Functionen mit beliebigen Argumenten, die also zwei Variable wie oben enthalten, betrachtet, 
während bei unserer Untersuch img die Einführung der Grösse x erst durch den Umstand 
geboten erschien, dass eine 0-Function immer für zwei Punkte 0* wird, und demnach der 
Quotient von zwei solchen Functionen nur dann für einen Punkt cx)^ und 0^ wird, wenn 
Zähler und Nenner für denselben Punkt a/, s' verschwinden. Wenn wir also im nächsten 
Abschnitte zur Darstellung algebraischer Formen übergehen, die für zwei Punkte oo* und 0* 
werden, so i*eisst der Faden der Analogie, der bei den vorliegenden Functionen die beiden 
Theorien verknüpft 

Unsere nächste Aufgabe soll jetzt sein, die fünf Constanten c zu bestimmen, indem wir für 
a: und a/ Verzweigungswerthe einsetzen , denn dafür sind uns auch die Werthe der Integrale 
u^\u^ bekannt. Die Quadratwurzeln können für denselben Werth von a: verschiedene Werthe 
haben, je nachdem wir uns im obern oder untern Blatte der Fläche T' befinden, und wie wir 
früher gesehen, kann man den Werth derselben in einem Punkte beliebig, positiv oder nega- 
tiv annehmen, in Folge dessen sie dann in der Ausdehnung der ganzen Fläche T' einwerthig 
und stetig bestimmt sind. In den Verzweigungspunkten haben aber alsdann die Functionen 
inmier nur einen Werth, da für sie oberes und. unteres Blatt zusammenfallen, und diese 
Werthe wollen wir mit Bezugnahme auf die Anfangswerthe durch die Quadratwurzeln ohne 

Vorzeichen bezeichnen, so dass z.B. Vi — ^ der Werth der Function Vi — ar im Punkte - sein 

soU, den man dort dui*ch stetige Fortsetzung in T' von dem Anfangswerthe -f- 1 (für x ^ 0) 
aus erhält. Gleicherweise müssen wir dann auch, wenn alle Resultate stimmen sollen, 
den Integralen die Werthe geben, die sie in T' haben, also die in der Gleichung (T') des 
vorigen Paragraphen aufgestellten. Es ergeben sich nun leicht, mit Berücksichtigung der 
Formeln des §. 10, die folgenden Gruppen von Gleichungen, die einzeln den ftlnf aufge- 
stellten Endgleichungen entsprechen. 

L Der Anfangswerth von Vx sei + 1 für a: = 1. Die möglichen Gombinationen von 
Verzweigungswerthen, durch deren Einsetzung die Gleichung !• nicht die Form = oder 
oo = oo annimmt, sind : 

1. a:' = 1, a: = -^; 2. x' = 1, x = --; 3. x' = 1, x = — ; 
4. x — -, X — — ; o. X — -,x — ~; o. x — -, x — ~; 



IL' A- ix- 



und wir erhalten durch ihre Einführung : 



^4 



^(fLi|_| + f!^.) x' • ^(0|0) ^ X' 

* -»(-T+T-'I^O ^ '''*' ' ^(-T + T-' + ^N-T + T-' + t) ^ ^'^ 



62 Friedrich Prym. 

II. Der Anfangswerth von VT—x sei + 1 für ar =: 0. Die anwendbaren Gombinationen 
der Verzweigungswerthe sind: 

i. ic' = 0, a; = -; 2. a/ = 0, x = -,; 3. x' = 0, a: = -; 

und es folgt: 

^(0 1-?) 
2. ^i «+« ■ '^"=c,Km; 3. IL^-Lj! /-T-x ^ c^V'lUT. 

^(_-|0) 

6. ^ f^^tl^^ ."-'V---'? = cf/IZJ »/I=T. 



m. Der Anfangswerth von vi — x^x sei + 1 ^^^ x = 0. Die anwendbaren Combinatio- 
nen der Verzweigungswerthe sind: 

1. a/ = 0, a:= 1; 2. a/ = 0, x=r7; 3. a:' = 0, a: = -; 

und es folgt: 

■ ^(-tI-t) 
•^(=ir' I =1-*) . t/7— ^ . ^0 1 0) ^_ !«._s.. 



2.::^LUv^._^y^ 3. -^^^^ — ,«'-=r-r_,,KIi:^, 

*• ^(0|0) ^ "*'» ^ '' '^^— X.' 

^/o^i I «mA O,,, «,„ 



•^(-T I -t) 



«1» t ^1 
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IV, Der Anfangs werth von Vi — l?x sei -|-1 für a: = 0* Die anwendbaren Combina- 
tionen der Yerzweigungswerthe sind: 



1, a/ = 0, ar ^=2 1 ; 
und es folgt: 



X 

1 



6. 2^=-, a; = - 



^(-tI-t) XO|-t) 






1^ 



V- Der Anfangs werth von Vl—^x sei 4-1 für a: = 0, Die anwendbaren Combinationen 
der Verzweigungswerthe sind: 



1. a/ = 0, a: = 1 ; 



x' 



2. a^ = 0, x=-; 
5. cc =1, a:=-; 



,_ 1 _ 1 

6- ^ — -.'=^-xl5 



und es folgt: 



1. r = Cft r 1 — ur : 



4. 



^^' I ^) 



^^•l-T+T-') 



= c,Ki-.*'>^i-S; 



2. 



^OjO) 



Xo|-t) 






6. 



^0|-t) 

^0|0) 



= c.>'l-V Vi-i'. 



3.i^5±li±x) = .,^IZ?; 



•»(V I ^) 



V 



6. 









Wir wollen die in diesen Formeln vorkommenden d-Functionen besonders bezeichnen, 
indem wir setzen: 



fl, = ^(!X)(0|0)-X-^|0); 



o.-^)(0|0)-xoi-f); 
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«»IM 



0. - .^.J)(0|0) - Xt* I ^') « * 5 



*l?l 



e, = -^(JÜCOiO) - ^(^' I -7+ ^) e * ; 



«t« 



0. - ^(S)(0|0) = X^ I ^) « * ; 



(>SiS 



0. = -^PCOIO) - ^(-1 + ^« I !^) e * ; 



^111 I ^»1 i_ «I»« 



8. = ^,JX0|0) - .»(^• + ^ 1 ^• + ?)« *"»"*; 



«i»i j «i»i .• «»la 



e.o-^(lI)(0|0) = X-^+^+i^M-T + T-'+T)^* """'^ ' ~; 



dann «ind die lehn Grössen 6 die Werthe der lehn geraden Functionen ^Q' |')(vi | s^t)» 
wenn man darin die Argomente t^^ 1 1;, = j setzt (s. §.15 11.) , und die Gleichungen gestal- 



ten sich wie folgt, indem e^ ** = — 1, e * = ± e ist. 



L 1. — !J!e""^""^ 



7 



• ^» 2 4 > . 

= 1' 



2. e-ö 

öl 



l — Ä " * — -- — • 



3. i-e 






5. t-'e • * 



XjÜl 






n. 1. 






= c,)/l3^i 



_!!e"*'" *"— c Vi—-' 



e. 



e^ ,,.7 



fi «tu »tia > ^^ 

t-i*^~~* ~c Vi-- Vi—-.- 



5..p-- = cKI=lKI=l,; 



A »11 1 _ «ti a y > 



'10 



A «11 1 "•»• 

m. 1. ^e"^" * 



= c, Kl— X* ; 



A «if t __ «if a , — 



ö au _ 35L« . / ; 

3. -i;e* * =cyi-t- 






A «|»1 «ifl / y Z- 



A »111 «t»» y / 



'10 



IV. 1. ~c • * =c,Kl— X-; 
Ö4 



A »II« »f»« / -— 

3.-t|e-^"=o,|/IZf; 



A «11« ^ ««»« 



=<'yi-?.i 



*-^' 



A _ «Hl __ «at« 



l»l / y' • - 



A »H« »an / y 

6. _*??e-^--=c-/l-X*»/l-^.; 



6. 



A »na »«»a /• •— — — 



e. 
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V. 



1.,^ = «,^ 

Ö4 



V^\ 



o* f. — c^r 1 — y , 



2 - — e VT—^- 
0. ~ * »" 



e, 



.^ = o.Kiz;:i^Tif; 



5. ^ = c.^'l-;^ n-f ; 



e* 



6. ^ = c, Kl_f J/I~?. 



X» 



§. 19. 

Aus den letzten Gleichungen ergeben sich die Werthe der flinf Functionen Vx^ Vi x 

etc. fiir die Verzweigungspunkte algebraisch durch die Grössen 6 ausgedrückt, und umgekehrt 
die Quotienten von je zwei beliebigen 6 als Functionen der drei Grössen x, X, fi. Endlich lassen 
sich die fiinf Gonstanten c sowohl durch die Grössen 6 als auch durch x, X, f& ausdrücken. 

Man erhält für's Erste leicht durch Division der passenden Gleichungen aus je einer 
Gruppe ineinander die folgenden Resultate : 



I. 



X =P 



IL /iüll = - 



III. Kl— X« = 



IV. Kl— X* = 



V. Kl— it« = 



M.' 

OA. 

OA' 

OA. 
öA' 

OA 

_^_^ • 

öA 



X = 



.ö.e 



10 



Ki^:i 

X« 



Kl-"- 

^ X« 



Ki-?= 



ÖA' 
8A 

0,6„ ' 

öA 



|i= » 



.6,0 



10 



Ki-i= 



Ki-t* = 



9 Ao ' 
OA. 

8A. 

eA' 



Kl-!l = 



e.e, 

6A 

OAo 
OA 



e.e 



10 






Ki-^ = 

X« 



.eA 
'oA 

eA 
eA" 



Von diesen Gleichungen sind sechs eine identische Folge der übrigen; man erhält doreh 
Yergleichung der rechten Seiten: 



Kl-7=^zKl_T; 



KTT^i = X,- Ki~J ; 



Kw^^-KII^; 



Ki_^i=XeKI3f; xKIHf^p-KTTJ; xKi_f ^Hf^^I^; 



und die neun selbständigen Formen sind, wenn wir VI — wi* durch m^, Vn* — ^ durch m, 
nach dem Vorgänge von Sichelot bezeichnen : 

''~W e.e,' '""'öa' ""'"^J '"öA' '^~M/ 



l/x« 



^^^46, ^ /-^ ; O^Ogöa 



. 0,640 
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Umgekehrt findet man aus den letzten Formeln die Quotienten von zwei Grössen 6 
durch X, X, ft ausgedrückt, wie folgt: 

( V _ *f* r^^* — '^^' r V _ _ '"''^'^ 

und hieraus ergeben sieh dureh gegenseitige Division alle übrigen. Den beiden letzten 
Systemen entsprechende Formeln hat schon BoBanhain aufgestellt in seinen Briefen an 
Jaoobi^), die auch einen Auszug seiner oben erwähnten Preisschrift enthalten. 

Die fünf Gonstanten c finden sich direct aus den Endgleichungen des vorigen Paragra- 
phen. Man erhält ihre Quadrate durch x, X, (i ausgedrückt, wenn man in jedw Gruppe (1) mit 
(6), oder (2) mit (5), oder (3) mit (4) multiplicirt, demnach: 

cj — , ci — TTTT^ ' 



et 



f^ifA«(*X 



Man erhält sie als Functionen der Grössen 6, wenn man in jeder Gruppe (1) mit (2) 
multiplicirt und durch (4) dividirt, demnach : 



A A A «t»i «•»• 




ö fü«— ^« 

6,6,6» 






A A A «Ol _ ««ft 
6,646, 


Ö5 = 


616,6, 

A ü £> 


• 



Nachdem wir so alle Gonstantenbeziehungen ermittelt, ist es leicht, die fünf Formen als 
Functionen der Integrale Ui\tL^ darzustellen, und zwar durch die fünfzehn d-Functionen mit 
den Gbarakteristiken. Wir setzen nämlich in jeder der Endformeln des §• 17 für x' der Beihe 
nach die vier endlichen Verzweigungswerthe ein, für die die betreffende Form nicht ver- 
schwindet, und drücken die Gonstanten durch die Grössen 6 nach dem Vorigen aus. Die 



>) Grelle, Bd. 40, pag. 821. 
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Integrale u\\tL^ gehen alsdann in Halbe der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen über, 
so dass die ft-Functionen die einfachen Argumente u^\ii^ erhalten. Wir bringen sie durch 
Multiplication mit constanten Factoren auf die Form: 



WO 

und erhalten für jede der fünf Functionen die folgenden vier Formen: 



VI— x = 



* 6.6.6.. ' ^ai)(u.K) 



6., • •^JJ)(w.|«,) 

*6.,* ^P(«.K) 



Vl—y?x 



ÖAÖ. ^(1J)(«.|«.) 9, ^(S)(u,|«,) 6. 

— »-• _ - _ • _ ^ - «"^^ • - - ■^— ^^ 



öiöA. * -^«(«.l«.) 



6.6,6. • ^(S)(«.|«.) 



■ 6.6.6. ^(S)(«.K) 
* 6,6,6, * ^(?i)KK) 



6., ■ -»GÖC«.!«.) 

.6. ^(};)(«.|tt,) 



Vi— fi*a;=: 



6. ^Gi)(«iK) 



6.' 


■ ^J})(«iK) 


.6. 

1 -- 


•»GOC«. «*.) 


*e.' 


■ -^.IX«. «.) 


e. 


^(J?)(«. «».) 


6;' 


' ^S)(«. «.) 


.9. 

f . .. 


^J?)('«. «.) 


*6.- 


^,i)(«i|«.) 


.6. 


-^iJX«.!«.) 



6. ^(S)(«. 

.6. ^aix«. 

l rr * 



6. 3(SJ)(«. 

6. -^CJOK 



6. ^(S)(«i 

.9. ^(SX«. 

-t— . 



6. '^GJX-iW 9/^(jJX«iK) 



9. ■&©(«. 
.9. ^SX«. 



6, ^(JlX^i 



tt. 



ttj 



t*t 



tt. 



t*t 



u« 



Ml 



w, 



tt. 



ttj 



\ 



(io 



Somit sind die fünf algebraischen Formen als einwerthige Functionen sweier linear- 
unabhftngiger Integrale u^\u^ mit derselben obem Grenze x^s^ cL h. als Functionen einer 
Variable, wie verlangt , dargestellt. Eben so können wir auch dieselben Formen mit 2/, also 

V^a/, V\ — x'^ Vi ^— xV, Vi — XV, Vi — fi V ausdrücken, wir brauchen nur in den obi- 
gen Formeln statt u^\u^ : u\\ib^ einzusetzen. Führen wir dann diese Ausdrücke, die 
Ui\u^ und Ui\u^ gesondert enthalten, in die rechten Seiten der Endgleichungen des 
§. 17 statt der dort stehenden symmetrischen Functionen von x und 2/ ein, so erhal- 
ten wir die fünf Quotienten von d-Functionen , die die Diflferenz oder auch Sunmie 

du^ j — / dv^ ist congruent / du^ \ 1 du^ nach §. 13, 4) zweier Integrale als Argu- 

mente enthalten, durch d-Quotienten, die die Integrale gesondert enthalten, ausgedrückt auf 
mannichfacbe Weise, mit andereii Worten, wir erhalten die Additionstheoreme für eine 
bestimmte Classe von Functionen in der Form: 

wo y, cp, ^ verwandte Formen sind, und die Argumente u und v nur den Bedingungen zu 
genügen brauchen: ö(2^i|m,) = 0, ^{vi\v^) = 0. Wir verfolgen diese Relationen nicht weiter, 
da unsere Hauptaufgabe die Darstellung algebraischer i^ormen ist, auch diese Additions- 
formeln bei der beschränkten Veränderlichkeit der vier Grössen u^j u„ r,, v^ zu keinen all- 
gemeinen Relationen zwischen den Functionen y", ^, ^^ führen« 



(Pnrmj 
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4. 

Discussion der allgemeinen in dem Ausdrucke B^ liegenden Formen. 

§. 20. 

Wir haben im vorigen Abschnitte die Functionen untersucht, die in T' einwerthig und 
stetig, nur für einen Punkt oo* und 0* werden und an den Querschnitten Factoren ± 1 
annehmen. Wir fanden, dass ihre Anzahl eine begrenzte ist; es sind nämlich die fünf darge- 
stellten, ihre reciproken Werthe, so wie Quotienten je zweier von ihnen. Zugleich ergaben 
sich bei dieser Untersuchung die Werthe der Integrale Mi|e/j, mit den unteren Grenzen a|ß, ftir 
die sechs Verzweigungspunkte. Zur Darstellung der obigen Functionen waren wir von einem 
Ausdrucke : 



»K— /xjw,— /t) 



ausgegangen, in dem alle die algebraischen Functionen liegen sollten, die in T' einwerthig und 
stetig, für swei beliebige Punkte oo^ werden und an den Querschnitten Factoren + 1 
erlangen ; die Functionen , die nur für einen Punkt oo^ werden , hatten sich als specielle FäUe 
dieses Ausdrucks R ergeben, den wir jetzt ganz allgemein discutiren wollen. 

dui + / du^ I / du^ + / d«^, wo wir die Punkte x^j 8^ und x^^ s^ 
« « P ß 

ganz beliebig annehmen können, indem das Grössensystem/^ \f^ vollkommen willkürlich ist: 

es wird dann B für die beiden Punkte x^^s^ und x^^s^oo^. Ebenso können wir die Grössen 
t, •' (0 oder 1) oder, was dasselbe, die Factoren ( — l)'*, ( — 1)% ( — !)*•, ( — !)••, die der Aug- 
druck der Reihe nach an den Querschnitten o^, i^, o,, 6, annimmt, beliebig wählen (als + 1 
oder — 1); dann sind aber dadurch die beiden Punkte, für die B 0^ wird, vollkommen bestimmt; 
sie finden sich als x^^s^ und x^8^ aus der Congruenz: 

/i + Y^—^J^h^ l/t+ Y^'— ?^««.v=y rfw, +J du, \J dtc^ -\-jdu^ , 

deren Jinke Seite das Constantensystem der d-Function im Zähler bildet. 

Da es ausser (JJ) noch fünfzehn verschiedene Charakteristiken (*J*?) giebt, so folgt, dass 

in dem Ausdrucke B zu dem bestimmten Nenner ^{u, — ^/i|w« — f%) fünfzehn verschiedene 
Zähler gehören können, und die dadurch festgelegten algebraischen Functionen haben alle 
fünfzehn das mit einander gemein, dass sie für dieselben beiden Punkte oo^ werden, und 
unt^erscheiden sich nur durch die Punkte, wo sie 0* werden, oder durch die Factoren an den 
Querschnitten, die ja mit den Punkten, wo der Zähler 0* wird, gemäss der letzten Congruenz 
in wje.chselseitiger Abhängigkeit stehen. B!^ erlangti da die Oröeeen s nur oder 1 sein 
können^ an allen Querschnitten den Factor + 1 ? ist demnach eine wie die Fläche T Ter- 
sweigte algebraische FunctioUi die fOr die beiden Funkte x^^s, und x^^s^ cx)' wird und fbr 
iwei andere , von diesen abhängige 0'. 
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Um den dem d-Quotienten jS* äquivalenten algebraischen Ausdruck zu bilden, betrachten 
wir eine Function, die für vier Punkte oo* und 0* wird. Eine solche ist (nach §. 3) in der 
allgemeinen Form: 



jp=a 



* + 7i^ + 7t^* + 7s^ + 7* 



enthalten. Zähler und Nenner von F werden für a: = oo : cx)^, also auch für sechs Punkte OK 
Da der Nenner des Ausdruckes vier willkürliche Constante y enthält, so können wir ihn in 
seinen Constapten so bestimmen, dass er für die beiden Punkte Xj, s^ und a:„ s^ 0* wird ; er wird 
dann ausserdem noch für zwei andere , von den beiden abhängige Punkte 0*. Die vier Con- 
stanten c des Zählers müssen wir so bestimmen, dass derselbe für die beiden Punkte, wo der 
Nenner noch ausser für a:,,^! und ir„^2 verschwindet, auch 0* wird. Dies giebt zwei Bedingungs- 
gleichungen, der Zähler behält zwei willkürliche Constante und wird ausser für die beiden 
Punkte, die er mit dem Nenner gemeinsam hat, noch für vier Punkte 0^ Setzen wir diese vier 
Punkte paarweise einander gleich, so dass also der Zähler für zwei Punkte 0' wird, so ent- 
stehen dadurch zwei Bedingungsgleichungen, die die noch willkürlichen zwei Constanten des 
Zählers bestimmen. Auf wie viele Weisen diese Bestimmung möglich ist, können wir aus dem 
Vorigen schliessen. Da es nämlich nur fünfzehn verschiedene Formen 5* giebt, die für die- 
selben beiden Punkte oo* werden, so folgt daraus, dass sich die beiden letzten willkürlichen 
Constanten des Zählers von jP auf fünfzehn Weisen so bestimmen lassen werden, dass derselbe 
für zwei Punkte 0* wird, die sechszehnte Weise abgerechnet, wo der Zähler mit dem Nenner 
vollkommen identisch würde, indem Ci = Yi? ^2 = T2 ®*^' ^^^h eine Lösung der Aufgabe ist. 
Im Allgemeinen werden sich also die beiden letzten zu bestimmenden Constanten als Wurzeln 
zweier Gleichungen ergeben, die im günstigsten Falle vom sechszehnten Grade sind. Einer 
jeden der fünfzehn Formen F wird nun eine Form jS* entsprechen, die für dieselben Punkte 
cx>* und 0^'wird und sich demnach von ihr nur um eine Constante. unterscheiden kann; es 
lassen sich demnach immer die Grössen c und ^ für jeden d-Quotienten S so bestimmen, dass 



~ * r + 7i«* + 7«^ + 7s« + 7* 




Dies ist die Form für B im allgemeinen Falle, wenn die Punkte x^^s^ und x^^s^ ganz belie- 
bige sind. In speciellen Fallen können sowohl Zähler wie Nenner des obigen Ausdruckes frei von 
s und blosse Functionen von x sein; die Betrachtung wird dadurch nicht geändert. Das Resul- 
tat der Untersuchung ist, dass die Bestimmung der den d-Quotienten äquivalenten algebraischen 
Ausdrücke zwar möglich, nicht aber auf dem angedeuteten Wege ausführbar ist, indem die 
Unlösbarkeit von Gleichungen höherer Grade sich entgegenstellt. Wir betreten desshalb einen 
andern Weg, der von speciellen Formen ausgehend uns synthetisch zu den allgemeinsten fuhren 
wird, indem wir die folgenden drei Fälle in Betreff der Grössen /^ \f^ unterscheiden. 



1. Es sei 



r r 

/x 1/« = — Y^'+ ?Y«i,v| — y w*'+ ?y o,,,, (>j, V = oder 1) 



d. h. congruent beliebigen Halben der zusammengehörigen Periodicitatsmodulen. 

8 
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2. Es sei 

d. h. das Grössensystem/il/j erfülle die Bedingung d(/i|/a) = 0. 

3. Es sei 

duy +J du^ \J du, +J dtit, 

^ ft c p p 

das Grössensystem ist dann ein ganz beliebiges. 

Der zweite Fall umfasst den ersten und geht darin über, wenn wir fiir a/ einen Verzwei- 
gung^punkt setzen. Der dritte Fall umfasst die beiden vorbergehenden als der allgemeinste. 
Die Lösung des ersten Falles wird uns auf natürlichem Wege zur Lösung des zweiten, und 
dieser hinwiederum zur Lösung des dritten führen. 



§. 21. 
Erster Fallt 



. ^^ 



fi\A ^ — V ^*' + ? V «^^ I — IT ^^' + ?T ^.v. (>i,ifj=Ooder 1) 



2 ' V 2 '•'' • 2 ■ ' ^ 2 



Setzt sich das System /i\fi aus Halben der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen 
zusammen, so wird das Constantensystem der d-Function im Zähler von li auch nur aus Halben 
der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen bestehen, und B lässt sich durch Multiplication 
mit Constanten (vergl. §• 15, H.) immer in die allgemeine Form : 



Tt = 






bringen, indem wir statt der Grössen e + >], die in der Charakteristik des Zählers vorkommen 
würden, die wieder nur die Werthe oder 1 bezeichnenden e einführen. Einfacher erhalten 
wir dieselbe Form, wenn wir zwei Formen R mit den resp. Zähler Charakteristiken (e) und 
(tj) durch einander dividiren und in dem entstehenden Quotienten /i]/, = 0|0 setzen. Da 
die Charakteristik (JJ) ausgeschlossen, indem ft(SS)(wi|e^) = 0(wi|t^) identisch ist, so ge- 
hören zu einem bestimmten Nenner nur vierzehn verschiedene Zähler, wenn r^ nicht con- 
stant werden soll. Um diese Functionen r^ algebraisch ausdrücken zu können, müssen wir die 
Punkte kennen, für die jede der fünfzehn d-Functionen 0* wird; wir finden sie, indem wir das zu 
jeder gehörige, durch die Gleichung 0(e)(w,|w,) = d(wi — e^\ui — e,) ^•«•^^••'^+* bestimmte Con- 
stantensystem ejej, aus Halben der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen bestehend, in 
die Form : 

dui + I dui \ I dti^ -{- du^ 

zerlegen; dann sind x^.s^ und x^yS^ die beiden Punkte, für die die betrejffeude d-Function 
0^ wird. 
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Wir kennen (nach §. 17) die Werthe der Integrale Mi | ti^ für die sechs Verzweigungs- 
punkte, sie drücken sich durch Halbe der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen aus. Com- 
biniren wir diese Integralsysteme zu je zweien, oder, was dasselbe, führen für x^ und x^ in der 
obigen Congruenz immer je zwei verschiedene Yerzweigungspunkte ein, so erhalten wir die 
fünfzehn möglichen Systeme von Halben der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen, nämlich : 

a;, = 0, a;, = — : e,le,= — y|— y , (5) 

f. f'* , *!,» 1 ««.1 rtl\ 

a-, = 0, X, = oo: Ci e, = — Y + ^ I ^ . Q 

a-, = 1, a:, = — : e, 1 e, = — -^ I » Q 
^ 1 ^ ^* _j_ ^*' M ^ , ^1, • /lox 



X« ^ " 2 ' 2 ' 2*2 



X-' - X* ' ^''^" ~ 2 ' 2 "^ 2 






1 1 I Oll ^ii '^ ^11 ^a /««v 

x. = l,x. = oo: e.|«.^^ + ^|^4-^, (ü) 

* i j ^1,1 I **«,« /Oi\ 

1 I ÖJi.l I ^» , «1,1 /Oi\ 

a'i = -^,ar, = oo: ei|e,=— I — y + — , Q) 

^1 = 77^ ^« = ^- «1 i«2 = I — ^ . Q 

Der Übersichtlichkeit wegen steht neben jedem Systeme der Halben der correspondiren- 
den Periodicitätsmodulen die Charakteristik (e) derjenigen Function Ä(e)(Mi|w2), die als einfache 
d-Function geschrieben (§. 15, IL) dasselbe als Constantensystem enthält Man erkennt, 
dass in r^ nur solche Functionen enthalten sind , die für Verzweigungspunkte oo* und 
0* werden; ihr algebraischer Ausdruck setzt sich demnach aus den fünf ursprünglichen 
Functionen zusammen und kann sich von dem betreffenden d-Quotienten, mit dem er für 
dieselben Punkte oo^ und 0^ wird, jedesmal nur um eine Constante unterscheiden. Wir wäh- 
len zum Nenner von r^ die Function 0(JJ)(wijw,), die für a:= 1 und a: = - 0* wird, und geben 

ihr die vierzehn übrigen der Keihe nach als Zähler; aus der obigen Tabelle ersehen wir sofort 
die Punkte, für die der jedesmalige Quotient c»* und 0* wird, und bilden demgemäss die alge- 
braischen Ausdrücke. Wir erhalten: 
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1. ^..^ , — \ — r ^ 



9 >^(üO(«.|«,) 1 \ 



^it)(«.K) "■ ^ |/iz; 1/1=^ • ' ^(i?)(«.i«.) • v^n 



X 






^(!0(«.|«.) ^ 



5. 



7. 






{F.) 



,o ^X«.S) t^i-»'^ 1, ^G.'X".|«») Vi -v^x 



•&GO(«.l^) "" yf^x 1/1=0^ ' ' «»(SX«*.!^) " ,/IZ^ 



•a? 



Die Constanten c bestimmen sich, indem mun in jeder Formel für x einen Verzweigangs- 
punkt einsetzt, für den der algebraische Ausdruck nicht verschwindet oder unendlich wird, 
z. B. :c =: in allen denjenigen Formeln, die \/x nicht enthalten. Dann geht jedesmal u^v^ 
in Halbe der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen über, es drücken sich die linken Seiten 
der Gleichungen durch die Grössen 6, die rechten durch x, X, f& aus, und die Constanten lassen 
sich unter Berücksichtigung der Besultate des §.19 rein als Functionen der oder auch als 
blosse Functionen von x, X, f& darstellen. 

Um das lästige Auflösen der d- Functionen mit den Charakteristiken in die ihnen entspre- 
chenden einfachen zu vermeiden, notiren wir die folgenden Formeln, die das Operiren mit 
denselben wesentlich erleichtern und sich auf einfache Weise aus der Doppelgleichung 11. 
§.15 ableiten lassen. Ist 

w,|to, = v, — — TO + 2 — o,,, I üj — — IC* + 2 — a,,, » 



wo die vier Grössen y (3ie Werthe , ± 1 haben können , so ist 



= ^ 



»(S5)(«>.) »Gi?;; :;1:?:)(->.) 



(♦) 



wobei inmxer festzuhalten, dass die Grössen e und i] nur oder l sein sollen. Einige der 
Grössen • -f- y> i] 4- T können nun in der letzten Formel die Werthe + 2 oder — 1 haben, und 
um ein solches System auf die normale Cfaarakteristikenform, die nur oder 1 enthält, zu 
reduciren, wenden wir die folgenden Formeln an, die sich aus der Reihe §. 15, II. unmittelbar 
ergeben und für jeden Werth der Grössen t, s' gelten : 
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(*) 

Es bedarf wohl keiner Bemerkung mehr^ dass der Quotient der Quadrate zweier d-Fun- 

ctionen, z.B. ^^ * * , ganz unge'änderl bleibt, sowohl wenn man die einzelnen Glieder der 

Charakteristiken um ± 2 ändert, als auch, wenn man für v^\v^ beliebige andere, congruente 
Systeme einsetzt: er ist in Bezug auf gleichzeitige Änderungen der Variablen um Einzelne der 
vier Systeme zusammengehöriger Periodieitätsmodulen periodisch, also eine vierfach perio- 
dische Function. 

Die Constanten ergeben sich nun wie folgt: 

.61^ . ög ^ . (ffi^ ^ . 64 ^ 6g9io ^ 

^x — * a" 5 ^« — * "T 5 ^t — * TT 5 ^4 — * T ? ^5 — TT 1 

Vs v70 OgOs Og OfO« 

. öip .0, .9, . 9i6Ao 9, 



. 9f 6,64649, 9, 9, 

^ Ä ? ^12 A A A A > ^U — A ' 1* A 



Ihre Quadrate in x, X, (i ausgedrückt sind: 

cj — ; c^ — r— ; cj — ; PI— r*» 

xfx xfxAi ft|x, x^\ 



XfA» • XAilX, X|X, 



Xlf*i 



Xj fxXifjL, xXiix, Xft 

. fM*x, • ^f^^ 

Das Formelsystem (i^^) stimmt vollständig mit dem Systeme (F) des §.19 überein, indem jedes 
aus dem andern abgeleitet werden kann. Da es nur fünfzehn Functionen ^(^^)(^i!t^) giebt, in- 
dem ft(JJ)(wi|w,) für jeden Werth von x identisch verschwindet, so sind in r, — ^ — Functionen 

enthalten, die sich alle aus {JF^ durch Division je zweier Formeln ergeben. Das Factorensystem 
ist für jede in den Charakteristiken enthalten, denn, wie wir schon früher bemerkt, nimmt 

an den Querschnitten der Reihe nach die Factoren (— l)**+''s (— l)**"^"**, (— !)'■'*"''•, (— 1)*+'* 

an, und dieser Ausdruck geht in r^ über, wenn man/J/, = 010 setzt. Rechnet man die 

15 . 14 
reciproken Werthe der — ^ — Functionen auch als selbständige Formen, so giebt es im Ganzen 

15.14 Functionen r^; diese zerfallen in fünfzehn Gruppen, wenn man alle die Functionen, die 
für dieselben Punkte 00^ werden, als zu einer Gruppe gehörig betrachtet, und jede Gruppe ent- 
häl! dann wie (F^) vierzehn Functionen; sie zerfallen ebenso in fünfzehn Gruppen, wenn man alle 
die Functionen, die an den Querschnitten dieselben Factoren annehmen, zu einer Gruppe rechnet 
Die sub (jPJ stehenden algebraischen Functionen sind nicht die einzigen, die in T' ein- 

werthig und stetig, für 2; =: 1 und 2: = — 00^ werden und an den Querschnitten Factoren 
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±1 annehmen y aber es sind die einzigen von dieser Art, die sich als Quotienten von zwei 
d-Funetionen darstellen lassen. Alle übrigen sind in der Form - — iz=r=r enthalten und 

werden für zwei demselben Werthe von x entsprechende Punkte 0^; eine d-Function 
d(tf| — e||u, — 6,), die ebenso 0^ würde, hat aber keinen Sinn, denn ihr Constantensystem e^e^ 
wäre congruent 0|0,und sie selbst verschwände identisch. 

§. 22. 
Iwelter Fallt 






ß 

Erfüllt das Constantensystem y^l/, die Bedingung ^{fi\f^ = 0, so lässt es sich immer 
in die Form setzen: 

du^\ \ du^^.u[\u^ , 

und zwar nur auf eine Weise. Der Ausdruck £ und alle übrigen, die durch Division zweier 
Ausdrücke £ mit demselben Nenner b{ui — /iltig— :/s) und verschiedenen Zählern entstehen, 
sind dann in der allgemeinen Form : 



n = 



*G;S)(^^"""^I^*~^*) 



enthalten. Da alle sechszehn Charakteristiken vorkommen können, so gehören zu einem 
bestimmten Nenner fünfzehn verschiedene Zähler; die dadurch entstehenden Functionen r^ 
lassen sich als Hauptformen ansehen, in sofern aus ihnen durch gegenseitige Division alle 
übrigen sich ergeben ; sie haben alle fünfzehn die beiden Punkte , wo sie oo^ werden , gemein 
und unterscheiden sich nur durch die Nullpunkte oder durch die davon abhängigen Factoren 
an den Querschnitten. 

Den algebraischen Ausdruck für r, haben wir schon hergestellt für den Fall , dass sein 
Zähler und sein Nenner ungerade d-Functionen waren (vergl. §.17); zum gemeinschaftlichen 
Nenner hatten wir die Function 0(u)(wi — u[\u2 — 14) genommen, die für XjS = afyS' und für 
ar = oo : 0* wurde. Wir behalten diesen Nenner bei und geben ihm der Reihe nach jede der 
zehn geraden d-Functionen als Zähler; können wir diese Quotienten algebraisch ausdrücken, 
60 sind alle Hauptformen dargestellt. Betrachten zu dem Ende 

rl = '^ n TT- > «i«;+«.«i = (mod. 2), 

WO also der Zähler eine gerade d ist, so hat dieser Ausdruck folgende Eigenschaften. 

1. Er ist eine wie T verzweigte algebraische Function, also rational durch x und s 
ausdrückbar; wird cx>* für x,s = xf^ ä' und für x = c»; wird 0^ für die beiden von x\s abhän- 
gigen Punkte, für die die d im Zähler verschwindet. Der algebraische Ausdruck muss dem- 
nach in der allgemeinen Form : 

(1) rl = -— — , 

[X — X ) 
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enthalten sein, die auch fUr a:, * = a/, s' und für a: =00 00* wird. Da der Nenner für die beiden 
demselben a! entsprechenden Punkte a/, s' und a/, — s' 0* wird, der Ausdruck r\ aber nur 
für den Punkt a/, ^ 00' werden soll, so sind die Constanten des Zählers so zu bestimmen, 
dass dieser auch für a: = a:*, ä = — / 0* wird. 

2. Die Constanten c sind natürlich von x' abhängig. Da der d-Quotient rj eine symme- 
trische Function der Punkte x^s und a/, s' ist, indem die Quadrate der d-Functionen nicht geän- 
dert werden, wenn man u^jt^ mit t^^jt^, vertauscht, so folgt, dass der Zähler von (1) auch 
eine symmetrische Function derselben Grössen sein muss, und es ergiebt sich die speciellere 
Form : 



(2) ^ = ■' — (^r^r ' 

wo f[x) eine rationale ganze Function des dritten Grades von a:, /{pd) ebendieselbe Function 

von a/, und f(x^oi) eine symmetrische Function der beiden Variablen, vom dritten Grade in 
Bezug auf jede, bezeichnet. Die Constanten -y und die übrigen in den Functionen ^ vorkom- 
menden sind dann von x und o£ unabhängig. 

3. Die für die Constantenbestimmung wichtigste Eigenschaft des d-Quotienten f\\sX die, dass 
wenn man für 7! einen beliebigen Verzweigungspunkt setzt, die Form rJ in eine der Formen 
± rJ des vorigen Paragraphen gemäss der Gleichungen (d) übergeht, indem dann u^dg durch 
Halbe der zusammengehörigen Periodicitätsmodulen sich ausdrücken. Jede Form rf ist aber in 
dem allgemeinen Ausdrucke : 

enthalten, wo einzelne der Constanten auch sein können. Soll der letzte Ausdruck f\ unter der 
genannten Bedingung in diese Form übergehen, so muss das b aus dem Zähler wegfallen, 

wenn man für oi einen endlichen Verzweigungspunkt, d. h. y = setzt. Da. nun/(a:') nicht für 
alle fünf endlichen Verzweigungswerthe verschwinden kann, so muss nothwendig die Constante 

Y, =s seiu; und wir gewinnen den einfachen Ausdruck: 

» 

(3) r;^n 2^y+yta?,a?') ^ 

{x—dj 
WO 



und die Constanten a beliebige von x und a/ unabhängige Grössen bezeichnen. 

Wie schon sub 1. bemerkt, sind die Constanten des Zählers so zu bestimmen, dass der- 
selbe zugleich mit dem Nenner für den Punkt a: = a/, * = — ä verschwindet und zwar 0* wird. 
Es entsteht die Bedingungsgleichung: 



— ^^^^f{x,x) =0 , 
oder 

_ 2a: (1— x)(l— x'x)(l— X*a;)(l— fi^a:) + <i{x? + Sa^a:* + (203 + 0*) a:* + 2 (oj+o«) 7? 

+ (207+03) X* + 203a: + Oio = 0, 

(Prym.) • 
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die für jedes x oder a/ gelten muss. In Folge dessen müssen, wenn wir die letzte Gleichung 
nach Potenzen von x ordnen, die Coefficienten der einzelnen Glieder den Werth haben, 
und wir erhalten, indem wir zur Abkürzung 

jp = x«XV; i>. = x*X« + xV + XV; p, = x» + X« + pt«; 

schreiben, die folgenden Relationen: 
(a)l 

2as + a^ + 2p + 2jpi = 0; (h + (h —Pi —Pt = 0; 2«^ + Og + 2 + 2jp, = 0; 

durch die die zehn Constanten a bis auf drei bestimmt sind. Lassen wir die drei : o, , o^ , o^ 

unbestimmt und drücken durch sie resp, a^^ a«, o, aus, so nimmt /(x, a/) durch Einsetzen der 
so bestimmten Constanten die Form an : 

/(x,V) =p {7^7!^+7?7i^) — 3 (jp+jPi) x>a/» + (jpi+i>2) (x*a?'+axc'«) — 2 {l+p,) xsf + x ^ 2f 

+ [ofi^xf + % (x+cc) + a^](x—xyy 

und 68 ist fikr alle lehn in rj enthaltenen Fälle , wo der Zähler eine gerade b ist: 

§• 23. 

Der Zähler 2*^' + /(x, af) des algebraischen Ausdruckes flir rj ist jetzt so bestimmt, 
dass er für den Punkt a:, ^ = a?', — s' 0* wird , wie man leicht durch Differentiation findet. 
Die in demselben noch enthaltenen vier unbestimmten Constanten (7, a,, Oj, o, sind verschieden 
nach den zehn möglichen Fallen und bestimmen sich leicht, wenn man für x' einen der fünf 
endlichen Verzweigunjg^swerthe setzt, wo dann / = wird. Es genügt, zwei Verzweigungs- 
werthe einzuführen, und wir wählen die einfachsten xf =:0 und a/ = 1 ; dann erhalten wir : 

y^oj, 0) l + a,af + a,a^ 

^ = ^ — ZjT— = ^ 1 y 

(•'«0) ar X 

Entsprechend nimmt der d-Quotient die Formen an: 



ri = 



»t; ::)(«• +^-'h-i+x) 



die sich vermöge der im §. 21 notirten Reductionsformeln (d) auf d-Quotienten mit den ein- 
fachen Argumenten w^Wg reduciren und dann in jedem speeiellen Falle aus den Formeln (i^,) 
algebraisch ausgedrückt werden können. Durch Vergleichung dieser algebraischen Ausdrücke 
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mit den ihnen äquivalenten obigen, die die vier Constanten enthalten, ergeben sich die Werthe 
dieser vier noch übrigen als Functionen der Grössen x, X, (i, und somit ist der algebraische 
Ausdruck für r| in allen seinen Constanten vollkommen bestimmt. 

Wir wollen nach dieser Methode eine beliebige der zehn möglichen Formen bestimmen 
und wählen dazu z. B.: 

^(?j)(t^-t^|i^-t*;) 



r! = 



Es folgt: 



^GOC«*!-^!«.-^) 



Ä ^(ij)(i., + ^ + f^« 1 1^' - ^ + ?^« + ^) ^GJ)KI«0 ' 

y^Ur + ^' h - T + ^0 ^GO(«x I ^) 



'2 



Aus dem Formelsysteme {F^ entnehmen wir jetzt die algebraischen Ausdrücke für die zu- 
letzt stehenden d-Quotienten und finden: 

o xX (1— a?) (1— (x'äj) ^ 1 + q yg + «.aJ* 
^ — . — o ; 

r; = . — = o ; . 

(»'=1) fx,fxx a: — 1 x—l 

Aus diesen Gleichungen, die für jeden Werth von x gelten, bestimmen sich die Constanten 
wie folgt : 

die übrigen a ergeben sich in Folge dessen aus den Gleichungen (a) des vorigen Paragraphen 

» 

durch X, X, (i ausgedrückt, und es erhält /(x, a/) durch Einsetzen dieser Werthe die Form: 

/(x, x') = x«XV' (x»a:'Hx*a/^) — fi^ (x«+X') (x*a:' + a^'*) — • 2xV (1 +t**) ^^'^ + F^V^ + ^") 

+ (x^+X'+xT+xVHXV) {7?7i+x7i^) — (l+|i*) (x*+a:'") — 2 (x»+X*) a»?' + ^+a:' 

= X {i^x) (1— xV) (1— XV) {l—v?x) + x (1— a/) (1— x'ar) (1— X«x) (1— |iV) ; 
daher 

•yG?)K— ^'il«*«— «*i) {x—dy 

xX 2«rf' + a? (1-a?) (1— xV) (1— XV) (1— fx'a?) + ic' (l-a?') (1— x*aj) (1-XV) (1— fx'a:') 



Xi ^1 f^ f*x (x—xy 

Eben so einfach ergeben sich die algebraischen Ausdrücke für die übrigen neun Formen 
rj, wo die d-Function im Zähler gerade ist; man findet, dass die sämmtlichen zehn vorkom- 
menden Functionen y(x, a:') aus der zweigliedrigen Form: 

/= a: (1— a:) (l—x'x) {l—X'x) (1— pt'x) + a/ (1— a/) (1— xV) (1— XV) (1— ftV) 

9* 
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entstehen, wenn man im ersten Oliede zwei Zeichen x durch zwei Zeichen id ersetzt (was auf 
zehn Weisen möglich ist) und entsprechend an denselben Stellen im zweiten Gliede zwei Zeichen 
t! durch zwei Zeichen a;, so dass/eine symmetrische Function der b^den Variablen bleibt. 
Nehmen wir aus §.17 die schon dargestellten fünf Formen r|, wo der Zähler ungerade ist, 
hinzu, quadrireu, verwandeln die 0-Functionen in die entsprechenden mit den Charakteristiken, 
indem wir die in c^, <^ etc. (s. §. 19) enthaltenen Exponentialgrössen auf die linke Seite der 
Gleichungen bringen, so ergiebt sich das verlangte System der fünfzehn Hauptformen wie folgt: 



1. 



■yqoc««!— «;i«.-ttO _ 



^(S)(«.-«;i «.-«;) 



= — Ttk^x ; 



2. 






*i^i/*t 



3. 



■y(s)(«.-««;k-«;) 
^'Goc«!-«;!«.-«;) 



Xfji 



XiXxfXx 



(l-a/)(l-x); 



(1— xV)(l— x'ic); 



4. 



•^CiX«!— «*iK— «i) *}>■ 



5»G?)(«i— «11«.— «4) ÄiXxfix 



6. 



xX 



•yp("i— *^K— *^) 

•^GOC«!— •'iK— «i) VlVmV-X 



(1— XV)(1— X»ir); 



(l~piV)(l-|i»x); 



6. 



^P(«.-«; 



^(S)(«*.-«i 

_ xX 2m' + <e (1— a;) (1— x'o?') (1— XV) (1 



«i^Mik 



7. 



^'(S?)(«,-«; 



■»•GOC«.-«! 

2m' + « (1— ar-) (1-x»«) (1— X'«-) (1 



«1^/^ 



^(??)(«. 



®* ^T")(«i- 

2m' + X (1-x) (1— x'«*) (1— X»«*) (1 



XjXjt, 



9. 



^Göc«.— »; 



^AxfAX 



^G?)(«i-«*I 

2m' + m (1— aj-) (1— xV*) (1— X'a;) (1- 



10. 



^cs)(tt,-«: 



^(}?)(«,-«; 



«.— «0 



«1— «i) 

-(i»a>) + «' (l-a?') (1— x»ar) (1— X»») (1— fiV) ^ 



{x—xj 
•»«— «i) 



>(J^.) 



M» — «4) 

-fiV) + «' (1- 



■x) (1— xV) (1— X*«) (1— ft*g) 



Uj — mJ) 



««— «i) 

-/i'o:') -f »• (1— aj') (1— x'aj) (1— X*a;) (1— ft'a;) 



(ar-a?*)' 
«,— 14) 



M, — «;) 

-ftV) + a/ (1— a;) (1— x'a?) (1— X'a;') (1— ft*«) , 



(aj— a:')' 

K, MJJ) 



o, — 1*;) 



_ M 2M' + a;(l-aO(l— x'g) (1— X'«) (1— AO + «^ (1—«) (1— xV) (1— X'a^ (1— ft'aj) 



XiXjAJty 



(x—xj 
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X 2m' + X (1 —«0 (1— xV) (1— X'g) (1— fi'a?) + x' (l-<g) (1— x'g) (1— X'a?') (1— ft*a?') 



y(r«)(«.— «IK— «;) _ 

• yG?)(''.-^l«.-«i) 

xfi 2m' + « (1 -ar) (1— xV) (1— X*a:) (1— fi'»*) + x' (1—x') (1— x»ar) (1— X»aO (1— A) 



' ^C")(«.-«il«.-«4) ^ 

IK 2«' + « (1 -aO (1— x'«') (1— X'a;') (1— A) + «' (1—«) (1— x*«) (1— X'a;) (1— fi'»*) 



>(J^.) 



f^Fxf^x (05— a?')' 

Xfi 2^^' + a? (l^x) (1—k'x) (1—X'x') (1— AQ + x' (1—af) (1— x'a^Q (1— X'ar) (1— f^'a?) ^ 



1 2s8' + X (1—x') (l—n^x) (1— XV) {l—v^x) + a;' (1-^) (1— x'a^ (1— i*aj) (1— fJiV) 



Xifj^X»fXx (a:— aj')' / 

Setzt man in diesen Formeln statt s' : — ^ , so geht entsprechend das System — u^\ — «4 
^ + ^il + ^ über, da ja 

« ß « ß 

und die 0-Functionen erhalten statt der Differenz die Summe der Integrale u und ti als Argu- 
mente. Die algebraischen Ausdrücke für die fünf ersten 0-Quotienten werden dadurch nicht 
geändert, indem sie s' nicht enthalten, und überhaupt die Punkte a:, wo sie und c» werden, 
von dem Punkte od unabhängig sind; dagegen in den letzten zehn Formen verändert sich %ss' 
in — 2m', dadurch verändern sich auch die Punkte, wo sie und c» werden, und zwar so, 
dass sie aus einem Blatte in das andere übergehen, indem ein solcher . Punkt 6, 9 zu 8, — Q 
wird. Durch Addition je zweier d-Quotienten, von denen der eine die Summe, der andere die 
Differenz der Integrale zu Argumenten hat, und die sonst dieselben sind, erh'ält man rationale 
Functionen von x und a/ durch 0-Functionen ausgedrückt, indem die Grössen s wegfallen; 
z. B. aus der letzten Formel 15 : 



2X X (1— ap (1— x'a?) {I—Vx') (1— fx'a?) + x' (1—x) (1— x'a^Q (1— X'a?) (1— f^V) 
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Eine Menge interessanter anderer Relationen zwischen 0-Functionen und algebraischen 
Formen ergeben sich aus dem obigen Formelsy steme , die wir als unserm Ziele ferner 
liegend übergehen. 

Die Zähler der algebraischen Ausdrücke sub {F^ sind wie die Nenner vollkommene 
Quadrate, und es ist leicht für jeden die quadratische Gleichung aufzustellen, die die Werthe 
X der beiden Punkte, für die der Quotient 0* wird, als Functionen des Werthes x giebt. Die 
zugehörigen Werthe von s finden sich dann durch directe Betrachtung des Zählers. So ist z. B. 
der Zähler aus Formel 15: 

2*^ + X (1— a/) {\—y?x) (1— XV) {l—V?x) + x {\—x) (1— xV) {l—\^x) (1— fiV) 

= [ Vx(l— x') (1— x^x) (1— XV) (1— fi^x) ± V7i{l—x) (1— xV) (1— X*x) (l—ptV) j* , 

wo das positive oder negative Zeichen zwischen den Quadratwurzeln stehen muss, je nachdem 
man sich im obem oder untern Blatte der Fläche befindet. Die beiden Werthe von a;, für die 
dieser Zähler nicht zugleich mit dem Nenner 0* wird, ergeben sich in Folge dessen aus der 
Gleichung: 

x{l—7i) {l—y?x) (1— XV) {l-v^x) = a/(l— x) (1— xV) (1— X*x) (1— fiV), 

die eine auszuscheidende Wurzel x = a/ hat und demnach sich auf eine quadratische reducirt. 

Das Formelsystem dieses zweiten Falles hat schon Bosenhain aufgestellt (Grelle, Bd. 40, 
pag. 322, Briefe an Jacobi). Merkwürdiger Weise hat er weder die Möglichkeit der Speciali- 
sirung bemerkt, die darin besteht, dass durch Einsetzen von Verzweigungswerthen für ai 
diese Formeln in Formeln des Systems [F^ des ersten Falles übergehen , worin zugleich die 
Prüfung der Richtigkeit der Constanten für uns liegt; noch auch, dass dieser zweite Fall nicht 
der allgemeinste ist , wo Quotienten von d- Functionen sich algebraisch ausdrücken lassen. 
Eben, die Auffassung des Problems nach Jacobi bietet keinen Anlass zu derartigen Betrach- 
tungen, während die Behandlung der 0- Function als Function einer Variable naturgemäss 
zu dem allgemeinsten Falle hinweist. 

§. 24. 
Dritter Fallt 

du^ + J duy \J ^'^t+ J dui. 

a a *p ß 

Der allgemeinste und letzte Fall ist derjenige, wo das Constantensystem /i|/, als ein 
ganz beliebiges ohne besondere Nebenbedingungen gegeben ist, und ©s Jst die Aufgabe, auch 
für diesen Fall 

algebraisch auszudrücken. Wie auch das System /, j/, beschaflTen sein mag (es darf nur nicht 
^ 0|0 sein), so lässt es sich immer und nur auf eine Weise Summen von je zwei Inte- 
gralen congruent setzen, so dass 

— /,|— /, — ßu, + fdu, lj"dü, +J^du, — «('^ + <>|m^'> + M« 

c a ß ß 
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Der Ausdruck £ und alle durch gegenseitige Division zweier Ausdrücke B mit demsel- 
ben Nenner und verschiedenen Zählern entstehende Quotienten sind dann in der allgemein- 
Btan Form: 

*(^3(«,+u<"+u»'|im- «?'+<') 

enthalten, und es giebt wie Artther Hinfzehn Hauptformen, indem zu einem Nenner fünfzehn 
verschiedene Zähler gehören können. "Wir wählen vortheilhaft als Nenner diejenige Function, 
deren Nullpunkte wir kennen, es ist dies : 

= 0', wenn x,a ^= a;,. — s, . 

Hu, + »». + .^-K + «<" + <>) ^ „.; „^^„ ^;. ^ ^;_; ; 

indem dann die Argumente sich auf uf'!«?' und auf uj'']»^' resp. congruent redüciren; ihre 
Charakteristik ist bekanntlich (^)- Betrachten also 

rj = - 



»■(S)(<'i+''S"+«i"l».+<4"+>4*') ' 

so hat dieser Ausdruck folgende Eigenschaften. 

1. Da die d im Quadrate vorkommen, so nimmt er an allen Querschnitten den Factor 
+ 1 an, ißt also eine wie die Fläche T verzweigte algebraische Function und folglich rational 
durch X und s ausdrückbar; er wird oo* für die beiden Punkte a;„ — «i xmd x,, — s^, für die 
die & im Nenner verschwindet, und 0* für die beiden von x^ imd x, abhängigen Punkte, für die 
die b im Zähler verschwindet. 

Der algebraische Ausdruck für rJ ist (nach §. 20) in der Form : 



7i' +>•«' + 7t«* + 7*» + 7« 



darstellbar; der Nenner ist so zu bestimmen, dass er für die beiden Punkte Xi, — f^ und 
^D — ^1 0* wird, und der 2<ähler so, dass er fUr die beiden Punkte, für die der Nenner 
ausserdem noch 0^ wird, auch verschwindet. Da diese Bestimmung nur schwierig und nicht 
in eleganter Form durchführbar ist, so nehmen wir eine algebraische Form , in der Zähler 
und Nenner von höherem Grade sind, indem wir zum Nenner die vollkommen bestimmte 
symmetrische Function (x — Xj)' (x — x,)' (x^ — x,)* wählen, die für die beiden Punkte x,s = Xi,~~a^ 
und x,s= X,, — St, für die die ö im Nenner verschwindet, 0' wird, und ausserdem noch 0' filr 
die beiden Punkte x,s = x„s^ und x,s = x,,«,. Der Zähler muss dann von demselben Grade 
in Bezug auf x sein wie der Nenner, da für x ^oo rl weder noch oo wird, so dass der 
algebraische Ausdruck für r\ in der allgemeinen Form : 

^ ■-' ' ~ {x-~x,y {x-x,)' (a;.-aO' 

enthalten ist, wo die Grössen c und 1 von x unabhängige Constante bezeichnen, die Functionen 
von Xj und x, sind. Zähler und Nenner dieses Ausdruckes werden für x =: 00 00*, also auch 
für acht Punkte 0' Da r\ nur für x, 4 := x„ — ä, und x, * = x„ — «, 00' werden soll, so sind die 
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Gonstantoii des Zählers so zu bestimmen^ dass er für die beiden Punkte x^a^sn x^^ s^ und XyS=ix„Sff 
fttr die der Nenner ausserdem noch 0* wird, auch 0* wird. Dies giebt vier Bedingungs- 
gleichungen, so dass von den sechs unabhängigen Constanten des Zählers (abgesehen von 
einem constanten Factor) nur noch zwei willkürlich bleiben; rj wird dann oo* für die beiden 
verlangten Punkte und 0* für vier Punkte x^ *, durch deren paarweise Gleichsetzung zwei Be- 
dingungsgleicbungen entstehen, die die beiden noch übrigen willkürlichen Constanten des Zäh- 
lers bestimm^i; eine Bestimmung, die auf so viele Weisen möglich sein wird, als in dem 
^Quotienten r{. Formen enthalten sind, die für dieselben beiden Punkte oo* werden, d. h. auf 
fünfzehn verschiedene Weisen, da es eben so viele Hauptformen giebt, die für dieselben 
beiden Punkte oo* werden und sich nur durch die Punkte, wo sie 0* werden, unterscheiden. 
2. Um die Constanten des Zählers, die Functionen von x^ und x^ sind, zu bestimmen, 
betrachten wir die Eigenschaften des d-Quotienten r|, dessen wichtigste darin besteht, dass er 
eine symmetrische Function der Punkte 2r, s ; x^^ s^ ; a:,, s^ ist, indem die Argumente der 0-Func- 
tionen ganz unverändert bleiben, wenn man tii\t^ mit u^i^\u^i\ oder w^/^jw^^^ mit w?^|t4*^ vertauscht 
Demnach muss auch der algebraische Ausdruck für r| eine symmetrische Function dieser drei 
Punkte sein, und da der Nenner schon eine solche ist, so sind die Constanten des Zählers als 
Functionen von x^^s^ und x,,^, so zu bestimmen, dass derselbe sich nicht ändert, wenn man je 
zwei der Punkte: XjS ; x^^s^ ; x^^s^ mit einander vertauscht. Bezeichnet man den Zähler bis auf 
einen constanten von den drei Grössen unabhängigen Factor mit Zy so ergiebt sich denmach 
für ihn die folgende symmetrische Form: 

(2.) Z =ssis^[pxxj,x^ ^p^(xx^^ xx^ + x^x^ +i>j(a: + ar^+a:,) + j>g] (I.) 

+ \ss^xx^f{x;) + 8s^xx^f[x;) + 8^8^x^x^J{x)\ (TL) 

+ \sS^ {X + Xi) /i(x,) + SS^ {X + X^) fjx^ + 8, 8^ {X^ + X%)fJ^)\ (Iir.) 
+ ^1/2(2:2) + ^^2/2(2:1) + 9^S^f%{x)\ (IV.) 

+ [«r <f{x^,x^) + 8^ x^ 9(x, x,) + 8^ x, <p(a:, x^)\ (V.) 

+ [s <Pi(a:4, Xj) + 8, cp,(ar, x^} + s^^,{x, x j] (VI.) 

» 

+ i^a:,a;„a:,) . (VII.) 

In diesem Ausdrucke bezeichnen die Functionen f^ /j, f^ rationale ganze Functionen des 
vierten Grades der betreflfenden Variable, die Symbole 9, ^^ ganze symmetrische Functionen 
der beiden unter dem Functionszeichen stehenden Variablen, vom vierten Grade in Bezug auf 

jede, und endlich bedeutet-F][a:,a:i,a:j) eine ganze symmetrische Function der drei Grössen, in 
Bezug auf jede vom vierten Grade. Die Constanten p und die übrigen in den Functionen 
vorkommenden sind dann von den Grössen x, x^^ x^ unabhängig. Dass in dem Ausdrucke für 
^Tkein Glied, welches vorkommen muss, fehlt, erkennt man sofort, wenn man sich ^ nach 
den Potenzen einer Variable geordnet denkt, so nach sXyS^x\x*...y und die Coefiicienten 
dieser Potenzen betrachtet, die bis auf ein und denselben constanten Factor den Grösser 
Ci, Cj, Yi, T2> • • ^^ ^®^ Ausdrucke (1.) äquivalent sind; man findet dann, dass diese Coöfficien 
ten wieder in der allgemeinsten Form {c\x^ + ^2) *i + Ti^i + T2^* • • • enthalten sind, wo di 
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Grössen cf und y' Functionen von x, sind, die wieder die allgemeinste Form in Bezug auf die 
Variablen ^2 ^^d x^ besitzen. 

Eine weitere Eigenschaft des d-Quotienten r^ besteht darin , dass wenn man für x^ einen 
beliebigen Verzweigungspunkt einsetzt, die Form rj in eine der allgemeinen Formen ± r^ des 
zweiten Falles (wie sie in dem Systeme (Ji) enthalten sind oder sich durch gegenseitige Divi- 
sion je zweier Formeln desselben ergeben, nachdem man vorher statt der Argumente 
Wj — u[\u2 — t^ die neuen Ui'\-u^i^\iC2 + u^i^ eingeführt und dem entsprechend in den äquivalen- 
ten algebraischen Ausdrücken statt a/ : x^, statt s' : — s^ geschrieben hat) gemäss der 
Gleichungen (d) §• 21 übergeht, indem dann wf^jw^f^ durch correspondirende Halbe der 
Periodicitätsmodulen sich ausdrücken. Jede Form rj ist aber, wie sich aus (F^) ergiebt, in dem 
allgemeinen Ausdrucke : 



enthalten, wo / und /^ symmetrische Functionen . des dritten Grades in Bezug auf jede 
Variable bezeichnen, und die von x imd x^ unabhängigen Constanten c^ , Yj , so wie einige der 
in den Functionen fj f^ enthaltenen in speciellen Fällen auch sein können. Man sieht, dass 
in dem Ausdrucke für rj die Grössen s und s^ nur in der Verbindung ss^ und nicht für sich 
allein vorkommen; daraus folgt, dass wenn man in dem algebraischen Ausdrucke für rj 
statt x^ einen beliebigen endlichen Verzweigungspunkt einführt, d. h. 3^ = setzt, alle die 
Glieder wegfallen müssen, die s und s^ gesondert enthalten. Solche Glieder finden sich in 
den Klammem (V.) und (VI.), und es muss also 



s\x^{x^jx^) + <f^{x,,x^) 
so wie 



«1 jx,9(ar,x,)+ <Pi(x, X2) 

verschwinden, wenn man für x^ einen beliebigen endlichen Verzweigungswerth einfuhrt. Da 
nun die Functionen 9 und ^j als vom vierten Grade nur für vier Werthe x^ verschwinden 
können, nicht also für alle fünf endlichen Verzweigungswerthe, so ist das Verlangte nur 
möglich, wenn die Coefficienten der sämmtlichen Glieder in cp und 9^ den Werth haben, so 
dass folglich die Terme (V.) und (VI.) in dem Auadmcke fUr Z ganz wegfallen. 

3. Wir gehen jetzt dazu über, die Constanten des Zählers Z von rj so zu bestimmen, 
dass derselbe, wie sub 1. verlangt wurde, ftir die beiden Punkte x^s = x^^s^ und Xj s^x^^s^j 
für die der algebraische Nenner 0* wird, auch 0* wird. Haben wir ihn einmal für einen 
Punkt so bestimmt in seinen Constanten, so hat er dieselbe Eigenschaft auch für den andern 
Punkt, da er eine symmetrische Function dieser beiden Punkte ist. Setzen wir nun a?! = er, 
^j = « in Z ein, so geht dieser Ausdruck in eine Function zweier Variablen x und ar, über, und 
ordnet man nach den Potenzen von a:, : s^x^^ ^2,0-5,.., so müssen natürlich die CoeflScienten 
dieser Potenzen sein, wenn anders Z für den Punkt x,* = x„«i verschwinden soll, wie 
auch der Werth von x^ als der dritten Variable beschajffen ist. 

Der CoöflEicient von ^2^2 in i? ist aber: 

ss,[pxx, +i?,(x + .rJ +j)^] + [sxf{Xi) + s,x^f(x)] + [sf,{x,) + s,f,{x)\ , 



(Prrm.) 
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denn auf diesen Ausdruck reducirt sich der Zähler für ZfS = Xi,Sy Wir ordnen die Gleichung 
nach Potenzen von x, und erhalten: 

L als Coöffioienten von xi: 

— 2ms' + c,af + 2c^' + (2c, + c,)c^+ 2 (c, + c«) a;* + {2c, + 2c, + c„) x*-\-2 (c„ + c„) 3* 
+ (2cig + c„) X* + 2c„a: + c„ ; 

n. als Coöffidenten von cr^ : 

— 2«* (w,— 2mx) H- c^ + 20^2;' + (2c, + Cj) a;« + 2 (c, + c„) ic* -f (2c„ + 2c^^ + c„) a* 

+ 2 (cig + Cjj) X» + (2c„ + c„)a-* + 2cjsa- + c„ ; 

m. als Coöfficienten von x^: 

— 2«* (/nx* — 2m,x + »»»)+ c,x» + 2c,x' + (2c,o + c„) x' + 2 (c„ + c„)a:* + (2c„ + 2c„ + c«,) a^ 

+ 2 (c„ + c„)a::* + (2c„ + c„)x* + 2cwa; + c„; 

IV. als Coöffidenten von xl: 

— 2«* (m^a^ — 2»i,x) + CjO:» + 2c»ar' + (2ci, + c^«) x« + 2 (c„ + c„) x» + (2c„ + 2c„ + c„) x* 

+ 2 (cj, + CmJx" + (2c„ + c„)x* + 2c„x + c^; 

V. als Coöffioienten von x^: 

— 2nyi'a^ + c^ + 2c,^^ + (2c„ + c^g) x« + 2 (c,i + c„) x» + (2c„ + 2c„ + c„) x* 

+ 2 (Cj9 + Cjo) X» + (2c„ + c„) X* + 2c,tX + Cjj. 

Diese fUnf CoSfiFIcienten müssen einzeln den Werth haben, wenn anders die obige 
Bedingungsgleichung für jeden beliebigen Werth der beiden Variablen x und x, gelten soll. 
Führen wir für s* seinen Ausdruck in x ein: 

s* =px* — (p +p,) X* + (j>i -{-pt) X»— (1 +_p,) X* + X ; 

so ergeben sich, wenn wir die Coefficienten nach Potenzen von x ordnen, die folgenden Bedin- 
gungsgleichungen, entsprechend der Beihe nach den einzelnen CoSfficienten : 

I. qx« + 2c,x' + [2c, + cj X« + 2 [cj + Ce— wy] x» + [2c, + 2c, + c^o +2m(j> +p,) J x* 
-f 2 [e^a + c„ — w (pi +^,)] X» + [2c„ + c„ + 2m (1 +pj)] x* + 2 [c^— v»] x + c„ =: ; 

IL CjX* + 2c4X^ + [2cj +Cj-\- imp] x* -f 2 [c,-\-Cii — niip —2m (p -\-pi)] x* 

+ [2cig + 2ci4 + Ca + 2»ii(^ +i'i)/-|- 4»i(i>i +i>»] a:* + 2 [c„ + c„— TO,(p, +^,)— 2m(l +j)0] x» 
+ [2csg + Ca + 2mi(l +Pj} + 4w] X* + 2 [c,,— w,] x + c» = ; 

IIL c,x' + 2 [cg— Twp] x' + [2c„ + c„ + 2m(p +p,) + 4?h, j?] x* 
+ 2 [ci, + c,5— w(^, 4-^,)_2 Wi(^ +^,) — w,^] X* 

+ [2c„ + 2c„+ c^ + 2m(l +pt) + ^m,{pi+p,) + 2»j,(p +_pi)] x* 
+ 2 [c„ + cji— m— 2wi(l 4-i>,)— ?w»(Pi H-i)«}] a;* 
+ [2c„ + c„ + 4w, + 2w,(l +^,)] X* + 2 [c„— wt,] x + c,a = ; 
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§. 25. 
Der Ausdruck für 7^ war in der allgemeinen Form: 

^ — 

enthalten , wo G einen von den drei Grössen x unabhängigen Factor bezeichnet. Führen wir 
die sub 3. erhaltene specielle Form für Z ein, indem wir sie mit ( — 2) multipliciren und diesen 
Factor bei i^in die noch unbeatimmten Constanten verlegen, so können wir auch schreiben: 



(4.) r\ = G. 



2ääi {x 
%ss^ {x 

uS^^ \X\ 



^%j (^1 ^t) (^^ + ^1^2 + ^) 

Xj) [x^ — x^ {mx\ + m^pc^ + ^) 

•x) {x^ — X ) [Tna? + ^2: + w^) 

4- F{x^x,,x^) 



(x — Xj)^ (x — x^y (xi — x^y 

und es hat F als symmetrische Function des vierten Grades die Form : 



Jf \Xj X^j *^7 — v?j QC^Xjju^ "1" C^ [puX^QCr^ ~j~ X X^pC^ "T" X^X^X^J "i Cj (•*/ X^X^ "^ 3/ XyJC^ "y* X X^X^J 

~\~ c^ ix tfiX^ -j" xrx-^pc^ ~j~ xrx-jpc^j ^^ Cg (u^ito^Mi^ "^ xrXyX^^ "^ oc^x^x^) 

-y" Cg ( ic «zj^^tc^ —|~ 3/ «^x 2 i" xrx^x^ "j" xrx^x^ -^ 3/ XjX^ "i U/ x^x^j -j" c^ «i/ x^x^ 

-y" Cg l •!/ iil/j ""y* •£/ «Ca "i XyX^j ~|~ C^ ( *x/ «{^»1^ "§ «C X^X^ *"|~ X^X^X^ "^ «C X^Ju^ "y" XTXyJC^ "y" 3/ X^X^j 

~j~ öj« v 37^372 "i X'XZX^ "y* X X^Xa) "i ^'u ( 3!/ 3!^«I6j| "j~ XTX^X^ ""y* X'X^X^J 

i" 12 v •^l i" XrX^ ~j" 3/ SlTa ""f" 3/ 3^2 -^ Xypu^ -^ X^X^j ""y* ^1$ (3/ «»/jS/j *"|~ 3/ X^X^ "y~ XX ^Xa "y* 

"^ X'Xy/C^ —|~ X X^ju^ "^ X'XyX^j "|~ ^14 1 «^ 3/£U/2 "|~ X^X^pC^ "Y" X X^pC^j 

~|~ ^15 \p*^X^X^ ~y" X'X'fpC^ "i X X^X2j "i ^iß ( 3J ««I^ -y" 31/ 37^ -y" 3/ 37^ "T" 3^ •*^2 "I XjpC^ ~|~ X-^pC^j 

"Y" ^x7 (31/ 3/^3/2 "T" X XypC^ "i X XjpC^J i" vjg ipuX^ "y* 3? 3>2 i" X'^X^j 

i" 19 l3!r3/|3[^ -y" X^XyC^ "j" X X^pC^ -y" X XyJC^ "y" X'XjpC^ "i X'XyJC^j ~y~ v/2() XTXryJC^ 

+ C2i(a:*xJ + a;^ajj + x*a:i + a:^xj + a:j34 + a^xj) + C2t(a:*a:J + a:*3:J + a:'a:J+ 

"■j" XrX^ ~j" Xf^pC^ "^ *'^^^) i" ^2S !•*/ 3?j3x2 ""y" X'X^pC^ "j" X X^pC^j 

+ C24(a:^ccJxJ + a:*xj3:^ + 3::*a:j3:^) + Cj^ (aJ* + a:J + a:J) 

~y" ^25 ( 3!/ 3!?j "^ X Xy "1" OuOC^ -j" QuOC^ "y~ X^pC^ "|~ X^X^J "1" C2Y ( uJ ä!?j "T~ X>QC^ "^ ^^S!^ ) 
i* ^28 ( 3/ 3!/ ^3^2 1" X^XjpS^ "^ X X^X^j "^ C22 (31/ "^ 3Jj[ -^ ^^ ) 
I ^80 (ariCj -j- 7jX^ -f- XTX^ -p XiX^ "f- 3!^3^ "t- 3^3:^2/ 1 ^si 3Kri3J2 "T" ö$t ^Är -(- 3JJ -f- 3^ j 

+ ^88(a^i + 2^2 + 3:13:2) + öj4(a: + a?i +;x?2) + ^w 

Die fünfunddreissig Constanten c in i^ sind so zu bestimmen, dass der Zähler von rf ver- 
schwindet und zwar 0' wird, wenn wir darin 3;i = a:, «i==« setzen. Fttr diese Bestimmung 
ergiebt sich aus (4.) die Bedingungsgleichung: 

I — 2ä* (3: — Xg)' (w3^ + Wi3;2 + Wj) + -F^a:,a:, x,) = > , 
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wie man durch emfacbes Ausrechnen ^) findet. Was den zweiten betrifPt, so ergiebt sich, wenn 
man für die c die betreffenden algebraischen Ausdrücke einsetzt: 

Führt man nun diese beiden Theile, die zusammen den Ausdruck -F constituiren, in der 
letzten Formel (4.) für F ein, so erhält r§ die folgende Form (statt c^^ schreiben wir einfach c) : 



(5.) f% = 






= C. {x — x^{Xi — Xj) (wa^ + m,Xj + Wj) [ — 2m, +jp(a?|xi)] 
+ {x — a;,)(a;, — x,) (»raa:? + 7»,a;i + w,) [ — 2sst +p(aj|»»)] 
+ (x, — x)(x, — x) (ma^+miX +Wg) [ — 2«iä,+^(x,|x,)] 

+ C{X Xj)* (X— Xg)* (Xi Xj)* 

{x—x^y (x—x^y {x,—x^y 

und jetzt ist, wie verlangt wurde, der Zfthler des algebraischen Ausdrucks für r| so be- 
stimmt, dass er für den Punkt x^s = cr^, s^ 0^ wird und als symmetrische Function ent- 
sprechend auch fUr den Punkt XjS = x^yS^; denn für x = x^j s := s^ wird in der ersten Reihe 
des Zählers der Factor [ — 2ssi'\'p(x\xi)] 0*, wie man leicht durch Differentiation findet, femer 
in der vierten Reihe der Factor {x — x^)^] die zweite xmd dritte Reihe hat als gemeinschaft- 
lichen Factor (x — ccj), der herausgezogen ein Glied multiplicirt, das für sich 0^ wird, wenn 
man x = x^, s =^ s^ setzt, also mit (x — x^) multiplicirt 0*. 

Hiermit ist die grösste Specialisirung der algebraischen Form rj für den allgemeinen 
Fall, wo die Charakteristik der 9 im Zähler noch unbestimmt ist und also jede der fünfzehn 
möglichen Charakteristiken sein kann, erreicht. Die fünf noch willkürlichen Constanten 
C, c, niy m^^ m^ werden verschieden sein nach den fünfzehn ixiöglichen Formen des d-Quotienten 
und sich fiir jeden Fall besonders bestimmen. 

§. 26. 

Bestimmung der Function: f{x) =ma^+miX+m^ 

Um den Charakter der Function /[x) ^=^7noi?'\'m^x-\-m^ kennen zu lernen und die Rolle, 
die sie in dem algebraischen Ausdrucke für r\ spielt, fdhren wir für x^ einen Verzweigungs- 



^) Diese Reohnong wird bedeutend yereinfaoht, wenn man 
setst; dann geht die erste Reihe des aufinlSsenden Aasdrookes über in 



und man erhält die sweite and dritte daraus , wenn man statt p„ p„ x^ resp. 9„ 9„ x^ und r„ r„ » solureibt Reehnet man 
die erste Reihe aus, so wird jedes Glied in der Form Ca^ p^p^ enthalten sein, wo </3 < 4> und C eine Gonstante ist. Mit 

Zoxiehung der zweiten und dritten Reihe verwandelt sich ein solches Glied in C(x^p^p'f + a;* 9^9^ -f «* r^ r^)iiind alle 
Ausdrücke Ton dieser Form ergeben sich als identisch mit Grössen T, so ist s. B. («ip;pt-h.K{9!9a4-«*rJr.)aM^eto. 
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punkt ein , den wir allgemein mit v bezeichnen , so dass v jeden der sechs Yerzweigungs- 

111 
punkte 0,1,—, — , — ^c» bedeuten kann. Dann drückt sich das System t4*^|t4*^ durch 

#t A IX 

Halbe der correspondirenden Periodicitätsmodulen aus, so dass: 

wo die Grössen y die Werthe 0, 1 haben können, und das v unter dem Summenzeichen 1,2 
bedeutet (nicht zu verwechseln mit dem Verzweigungspunkte v). Unter Berücksichtigung der 
Formeln (0) §. 21 erhält durch Einsetzen dieser Werthe für uf\uf der d-Quotient rj die 
Form: 

„% »*(5iJ;)(»,+»?i|»,+u,"') ' 

Entsprechend geht für Xj = v der algebraische Ausdruck r\ über in : 

IL r\ = G. [T^-v) {x,—y) (mv"H-7n,v f m,) [— 2w, + pix\x^ 

{x-x,y {x-y,y {x,^yy 

WO B eine rationale Function bezeichnet, die kein a oder s^ enthält, indem aus der zweiten 
und dritten Reihe des Zählers sub (5.) die Glieder, welche — 2^*2 ^^d — ^9yS^ als Factor ent- 
halten, wegfallen: sowohl für einen endlichen Verzweigungswerth v, da dann *2=0, als auch 
für den im Unendlichen liegenden Verzweigungspunkt v = cx), indem dann dieselben Glieder 
von niederer Ordnung unendlich werden (oo') , als der Nenner {x — x^)* {x — v)* {x^ — v)*, (cx)') , 
und folglich gegen diesen verschwinden. Demgemäss bleiben von den drei letzten Reihen 
des Zählers nur noch die Glieder übrig, die kein 8 oder s^ enthalten, und ihr Complez: ist mit 
B{xy Xu v) bezeichnet. 

Zu jedem der sechs Verzweigungspunkte v gehört nun ein bestimmtes System der 

Grössen PJ^*)» und diese sechs Systeme haben (Vergl. §. 17) die gemeinsame Eigenschaft, 

dass sie als Charakteristiken aufgefasst ungerade sind, so dass y^-^i + Ysfs^l^ (^o^- ^)] daher 
ist die im Nenner von L immer eine ungerade d-Function. Zu einer jeden der funfeehn 

Charakteristiken (^**?) gehören sechs Charakteristiken f'} , ^V'?T^?1, da es sechs verschiedene 

Systeme ry?j giebt, und es fragt sich, wie viele von diesen sechs jedesmal ungerade, wie 

viele gerade sind, oder mit anderen Worten, wie oft für ein bestimmtes System T^J^ auch der 

Zflliler des Ausdruckes I. eine ungerade d-Function wird) wenn man für v der Reihe nach 
die sechs Verzweigungspunkte setzt und entsprechend für die y die zu jedem Verzweigungs- 
punkte gehörigen Werthe. Um dies zu erfahren, addiren wir zu jeder der fünfzehn Charakte- 
ristiken C]^i] der Reihe nach die sechs Charakteristiken Pj^JI und setzen immer, wenn ein 
Glied e + T = 2 sein sollte , dafür , indem man gemäss der Formeln (0) jede Charakteristik 
so reduciren kann; dann erhalten wir sämmtliche Systeme f *JT^J* *?T^?1 in der folgenden 
Tabelle : 
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x,= 


= v = 0, 


1 , 


1 


1 


1 


OO 


(yiy!) ~ (oi) ' 


(SD- 


a 


(IJ). 


(la. 


o 


Systeme 






Systeme 






C;^ 








«5 + 7A 






1- Q 


Q 


(Jo") 


[12] 


o 


[?1] 


(%) 


2- O 


Q 


Ü 


Q 


[}?i 


(11) 


[15] 


*• (?!) 


m 


Q 


Q 


(i?) 


[Jl] 


(55) 


«• (IJ) 


Q 


[1?1 


Q 


ü 


O 


[21] 


^•Q 


[?1] 


(11) 


[Jl] 


(S) 


o 


Q 


«•(!?) 


O 


[IJ] 


Q 


ßl] 


o 


Q 


'Q 


(11) 


[Jl] 


ISI] 


(JJ) 


Q 


Q 


8.p 


(Ji) 


(?J) 


(?J) 


(11) 


iia 


[12] 


<>•(??) 


[IJ] 


(?J) 


Q 


[Jll 


Q 


(52) 


'»■ O 


ßl] 


[ilJ 


(11) 


(?J) 


o 


(??) 


"• D 


(5?) 


(P 


C) 


m 


[\l] 


(11) 


lä. o 


D 


Q 


IIJ] 


[;ij 


o 


(!2) 


"•Q 


[1?] 


O 


Q 


(j?) 


Q 


[51] 


!*• fö) 

• 


(?S 


O 


[1?1 


Q 


Q 


[?1] 


"• (11) 


Q 


m 


Q 


P 


ßl] 


D 



Diese Tabelle enthält in je einer Horizontalreihe die sechs zu einem bestimmten p!^) , 

das in derselben Keihe steht, gehörigen Charakteristiken (IlT^i'^JT^')* tind zeigt, dass von 

diesen sechs jedesmal zwei ungerade sind, die in eckigen Klammem eingefassten; sie giebt 

zugleich für jedes System Q'f) die beiden Verzweigungspuukte v an, die mit Kücksicht auf 

den Ausdruck I. dies bewirken. Wir erhalten das Resultat, dass es für jeden der fünfzehn 
0-Quotienten rj zwei Verzweigungspünkte v^ und v^ giebt, die für x^ eingesetzt bewirken, dass 
der Ausdruck I., in den alsdann der d-Quotient rj übergeht, im Zähler eben so wie im Nenner 

eine ungerade d-Function hat; und dieses Resultat bestimmt für jede Charakteristik (*}^ di« 

zugehörige Function ma:?+mjX+m^. Denn, wie aus §.16 bekannt, ist der algebraische Aus- 
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dmck des Quotienten zweier ungeraden d*-Functionen mit den Argumenten u^ ± «4*^ | u^ ± %^^ 
in der allgemeinen Form : 



r 



enthalten^ d. h. er ist eine rationale Function von x und x^^ die kein s oder 8^ enthält. Soll 
sieh auf diese Form der Ausdruck II. , der den ^-Quotienten sub I. algebraisch repräsentirt, für 
v=Vi und v=Vj reduciren, so muss für diese Werthe das Glied des Zählers, welches die Grösse 
ss^ enthält, wegfallen, so dass nur noch die rationale Function R übrig bleibt. Unter Zuzie- 
hung des Nenners erhält man für das Wegfallen dieses Gliedes die Bedingungsgleichung : 



(v.) 



mv* 4" m^y -f- m^ 



= 0, 



(o?— v) (a?!— v) 

und es erhellt, dass die beiden Verzweigungspunkte v^ und v,, für die die d im Zähler von L 
ungerade wird, die Wurzeln dieser Gleichung sein müssen. Die zu einer bestimmten Charak- 
teristik Qy] gehörige Function 7nx^-\'m^X'\'m^ in dem algebraischen Ausdruck sub (5.) muss 
demnach so in ihren Constanten beschafifen sein , dass sie für jeden endlichen Yerzweigungs- 
punkt verschwindet, dessen System (^J?J|) so beschaffen ist, dass r**T^v'?T^?] eine ungerade 

Charakteristik; und ist einer der beiden Verzweigungspunkte Vj, Vj, die in Bezug auf die be- 
stimmte Charakteristik diese Eigenschaft haben, oo, so muss m=^0 sein, da er sonst die Be- 
dingungsgleichung (v.) nicht erfüllen kann. Mit Berücksichtigung unserer Tabelle ergiebt sich 

demgemäss für jede Charakteristik (*;*?) die zugehörige Function rna? -|- m^x + m^ z=zf(x) bis 

auf einen eonstanten Factor (dem wir immer den Werth 1 geben können, indem die Constan- 
ten Cund € im Zähler sub (5.), die dies beeinflussen könnte, noch unbestimmt sind), wie folgt: 



iCi3 

2. „ 

7. . 



P , /(^) = 
GS) , fix) -- 

GS) , f¥) = 
G?) , Ä^) = 
Q.Ä^)-- 



1 kx] 9. „ = (ii) 



1 — x; 



10. 
11. 



= G!S) 



» — (oi) 
V = (lo) 



: X (1— x»a;) ; 1 2. 

■.{l—x)(l—X'x)'y 13. 
:(l-a:)(l-x«x); U. „ =(Ji) 

lö. q;:) = Go , /(^) = a-x)(i-i^ 



ßx) = 1— fi*«; 
/(a:) = a:(l-X«x); 
/(jc)=:a;(l— x); 

fix) 



(1— X*a;)(l— {i'x); 
(1— x*a;)(l— X'x); 



x; 



^ 1 — X*X] 



x). 



Nachdem wir so sämmtliche Functionen mcc^+^jX-f-^a kennen gelernt, bleiben, wenn 

die Charakteristik ri^\ festgesetzt ist, in dem algebraischen Ausdrucke für i^ nur noch die 

beiden Constanten Cund c unbestimmt. Diese bestimmen sich leicht, wenn man für x^ einen 
bestimmten Yerzweigungspunkt, z. B. a;, = setzt; dann geht der d- Quotient r| in einen 
d-Quotienten ± r^ des zweiten Falles über, der sich vermöge der Formeln (JP,) bestimmt alge- 
braisch ausdrücken lässt, und durch Vergleich ung dieses algebraischen Ausdruckes mit dem 
Ausdrucke rl , der die Constanten C und c enthält, bestimmen sich diese letzteren auf einfache 



(«.=•) 



(Prjn.) 



n 
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Weise, Wir schlagen einen andern Weg der Bestimmung ein, indem wir vorher noch den 
Zähler des algebraischen Ausdruckes r\ transformiren ; dadurch werden die Endresaltate 
charakteristischere Formen gewinnen, als es bei der jetzigen G estaltung des Zählers möglich ist 



§. 27. 
Wir setzen in der Formel (5.) des §. 25 : 

und dividiren das Glied, welches c' zum CoefElcienten hat, durch den Nenner, dann erhalten 
wir für rl den Ausdruck: 



(6.) 



.2 



= a. 



(x — x,) ix,—z^)f(x^) [— 2^1 + p(x\x,)] 

+ (X — X,) (X,— Xi)/(Xi) [— 25«g + J0{ X |x,)] 

+ (x^—x) {xi—x)f{x ) [ — 2«,Ä,H- p{x^\x^] 

(X Xi)* (X Xj)' (X, Xj)* 



+ C", 



WO die Constante 7 einen willkürlich zu wählenden Werth hat, von dem aber der Werth der 
Constante C abhängig ist. Das Glied '>^{x — x^^{x — x^^{x^ — x^y lässt sich auf mehr^he 
Weise in die Form bringen: 

(Fl.) Y {^—^if {^—^^y (^1—^2)* = (a?— ^2) {^i—^%)A^^) [(^—^1)' ^{^ 1^1)] 

+ (^1—^) (^2— ^)yia: ) [{x,—x^y ?(a?i!^«)] ' 

wo cp eine symmetrische Function der beiden jedesmaligen Variablen bezeichnet, die die ver- 
schiedensten Formen haben kann. Dieser Ausdruck, statt des Gliedes mit dem Coefficienten 
Y in (6.) eingeführt, lässt sich dann so auf die drei ersten Eeihen des Zählers vertheilen, 
dass in den kleinen eckigen Klammem statt^(2:|a;i) sich schreibt: 

P{x\x^) =jp(x\xi) + {x—x,y ^(x\x,) 

u. 8. w. in den übrigen, während die vierte Reihe gänzlich wegfällt. Dividiren wir noch die 
Gleichung (Tj.) beiderseits durch (x — x^) (x — x,) (Xj— <Ca), so gewinnt sie, fur/(x) den bötreflfen- 
den Ausdruck eingesetzt, die einfachere Gestalt: 



(r..) 



Y (x—Xj) {x — Xj) (xj — Xjj) = {mxl+m^x^ + m^) {x — x^) ^{x \Xj) 

— (wjxj + m^x^ + m,) ( X — Xj) cp( X \ x^) 
+ {ma^-^m^x +7n^) (x^ — Xg) ^(x^lx^) ^ 



und die Aufgabe ist, für <f(x\x^) solche einfache Formen zu finden, dass P{x\xi) in brannte 
Functionen übergeht. 

Wir wollen zwei Fälle bezüglich der Functiony(x) unterscheiden, je nachdem m^O oder 
m = ist ; der erstere Fall umfasst nach dem vorigen Paragraphen zehn Functioneny(x), der 
zweite fiinf. Es sei nun: 
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I. ^ ^ 0. Für diesen Fall setzen wir : 

<f{x\x^) = a^xxi + o, (x+x,) + Ol ; 

dann erhält man aus der Gleichung (F,.) durch Einführung von ^ und Ausfuhrung der Multi- 
plication die Bedingung: 

Y = djin^ — o^TTii -f" öJjWi 

und da die Grösse y ganz willkürlich wählbar ist, so kann man auch den Grössen a jeden 
beliebigen Werth zulegen. Setzen wir diese Function <f in der Gleichung (Tj.) ein und führen 
das Eesultat in den Zähler von rj ein, so wird: 



(7a.) rl = a 



( X — x^) (x.—Xi) {m7\ + m^x^ + m^ [— 2^5^ -\-PJ^x\ x^)] 
+ {x—x^) {x^—xi) {ma^^^-m^x^ + m^ [—"iss^ + PJ^x \x^)] 
+ {x^ — X ) {x^ — x) {mx* + m^x+ w,) [ — 23^,8^ + P^(x^ \ x^)] 



+ Cj 



(x—x.y {x—x^y (xj —x^y 

Pa{x\x,)=p{x\x^) + {x—Xiy<f{x\x,)=]p(^x^xl+x^xl) — 2(jp+2>i)x^xl+{^^ 

— 2(1 +^8) xx^ + x+x^+ [a^xx^ + (h(x+x^) + a^] (x—x^y , 

wo man die Werthe der Grössen a ganz beliebig wählen kann, und sind sie für die ein- 
zelnen d-Quotienten rj festgesetzt , so bestimmen sich die Constanten G und C in jedem 
specielleli Falle durch Einsetzen von Verzweigungswerthen in die Doppelgleichung för rj. 
Wir wollen nun entsprechend den zehn Functionen /(a:), die wir an die Stelle von moc^-^-myX+m^ 
in (7..) setzen können , wenn wir demgemäss die Charakteristik der d-Function im Zähler 
des d-Quotienten rJ wählen, auch zehn Functionen Pa{x\x^) anwenden, und nehmen dazu die 
zehn, die aus der zweigliedrigen Form : 

x,(l—x,){l—x'x,){l—\'x,){l—ii^x,) + x{l—x){l—x^x){l—Vx){l—ii?x) 

entstehen, wenn man im ersten Gliede zwei Zeichen aj^ durch zwei Zeichen x ersetzt und an 
denselben Stellen im zweiten Gliede zwei Zeichen x durch zwei Zeichen x. , so dass der Aus- 
druck eine symmetriache Function der beiden Variablen bleibt Von diesen Functionen wissen 
wir schon aus §. 22 und 23, dass sie in der allgemeinen Form JP.(a;|aJi) enthalten sind. Wir 
theilen sie den zehn Functionen f(x) in nachstehender Reihenfolge zu : 



Functionen 

tnx -\-miX-\-int 



Functionen 

P,(«|«i) 



x{l—x) : X {1—x ){l—7c*x,)(l—\*x,){l 
x{l—x*x) : X (1— Xi)(l— x»x )(1— X*Ui)(l- 



x(l—\*x): x(l 

x{l — fi*a;): x (l- 

-x){l—x'x): x^{l 

-x){l—\'x): x^{l 

■x)(l — |i*x): a:,(l- 

(l_x«x)(l— X«x): x,(t 

(1— x»x)(l— |i»x) : x,(l 

(1— X»x)(l— ft'a:): x,(l- 



(1 
(1 
(1- 



■x,)il-x*x,){l-\*x){i 

•x,)(l— x'a:,)(l— X«Xj)(l 
-x)(l— x«x)(l— X*a;i)(l 
■x)(l— x»arj(i— X«x)(l 
•x)(l— x*a:,)(l- 
-x,){l—x'x)il- 
.x,)(l-x«x)(l- 
-x,){l-x'x,){l- 



-fl*X-i) + X, 
-fl*X,) + X, 

-ft'xi) + r, 
■lk*x) + Xi 
-|i'xi) H- X 

-|i'x,) + X 

X*x,)(l— ft'x) + a; 
X*x)(l— fi*a;i) + x 
■\*x,)(l—\>*x) + x 
X*a;)(l— |i*x) + a; 



— a:,)(l— x*ar )(1— X*a; )(1— ji'x 
—X )(1— x»a;,)(l— X'x )(1— A 
—X )(1— x'x )(1— X'a:,)(l— ft'a; 
—X )(l—x*x )(l—\'x )(1— Ai 
— a;,)(l— z»x,)(l— X*x )(1— fi*a; 
—x,)(l—x*x )(1— X»x,)(l— ji'a; 
—x,)(l—x*x )(1— XV )(1— ti*a;, 

_X )(l_x«ic,)(l— X»x,)(l— A 
— X )(l—x'x,){l—\*x )(1— fi*», 
— X )(1— x«x )0—ii'x,){l-iL*x, 

11« 
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und das leitende Princip hierbei ist leicht zu erkennen, indem bei dieser Yertheilung die Func- 
tion/ in jedem Gliede der zugehörigen Function P^(a:[a:i) charakteristisch als Factor hervortritt, 
und zwar im ersten Gliede als/^x), multiplicirt mit einer Function von x^ allein, entsprechend 
im zweiten als f{x^ , multiplicirt mit einer Function von x allein. Wir gehen nunmehr zum 
zweiten Falle über, und es sei: 

II. m=:0. Für diesen Fall wollen wir setzen: 

dann erhält man aus der Gleichung (Tg.) durch Einführung der Function cp und Ausführung der 
Multiplication, berücksichtigend dass w = 0, die folgenden Bedingungen: 



I Y = — h^m^ + b^rn^ — b^rriy^ , h^m^ = h^m^ > 



und da y gd.nz willkürlich wählbar ist, so kann man den vier Grössen b^^ &g, 64, b^ beliebige 
Werthe zulegen, und es bestimmt sich dann b^ aus der Gleichung b^rri^ = b^^. Wir setzen nun: 



Jj = p , 65 = 62 — (jP+JPi) 5 daher b^ = 



pm^ 



SO wird 

{x—x,y ^(x\x,) z=zp{x%+xxt) —p{a^xl+a^xl) — (p+Pi) (x^x^+osa^) + 2 (p+pO ^^ 

+ [— (x'+a^. + xx,) + Ä, (x+x,) + h]{x—x,)\ 

und wir erhalten unter Anwendung der Gleichung (F^.) für rj den Ausdruck: 



(7,.) ri = C. 



(x — a:,) (xi — x,) (wiXj+m,) [ — 2«^, H-Pj(a: Ix^)] 
+ ( X — X,) (x, — Xi) (m,Xi + wi,) [ — 2m, + Pj ( X I X,)] 
+ {Xi — X ) (x,— X ) (to, X + nit) [—25,5g + Pj (x, I Xj)] 



+ C", 



(X— X,)* (X Xj)* (Xi Xj)* 

P,(xjx,) =i>(x|x,) + (x— x,)«9(x|xi) =p,(xixj +[— (x«+xj+xx,) + bt(x-\-Xi) + b^^x—x^)', 
Pi{x \x,)=p {x% + xx}) — (p +p,) {x^x^ + xxl) + (p^ +p^) (x^x, + xxl) — 2(1 +p^) xx^ + x + x,, 

wo die beiden Constanten b^ und b^ ganz beliebige Werthe haben können, von deren Wahl 
natürlich der Werth der Constante C abhängig ist. Wir wollen , geleitet durch die sub I. 
bezüglich der Functionen P^(x\Xi) gewonnenen Anschauungen, untersuchen, ob wir analog 
als Functionen P^{x\x^) nicht die fünf anwenden dürfen, die aus der zweigliedrigen Form: 

x,{l—Xi) (1— x*xO (l—'k'x,) (1—il\) + X (l—x) (1— x*x) (l—X^x) (1— (x'a:) 

entstehen, wenn man im ersten Gliede ein Zeichen x^^ durch ein Zeichen x ersetzt (was auf 
fünf Weisen möglich ist), und entsprechend an derselben Stelle im zweiten Gliede ein Zeichen 
X durch ein Zeichen Xiy so dass der Ausdruck eine symmetrische Function der beiden Variablen 
bleibt. Diese sämmtlichen fünf Functionen sind in der allgemeinen Form; 

P{x\xi) =Pi(x\x;) + [^(oi^+xl+xx,) + b^{x + x^) + b^]{x^x^y 

enthalten, die mit P^(x\xi) bis auf den Coefficienten ß übereinstimmt, und man findet, wenn 
man jede in diese Form bringt^ für ß, entsprechend den einzelnen Functionen, die Werthe: 
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ßi = 0, ß,=:— ^, ß3 = — -, ß, = — ~, ß^-=_-. 

Soll also in der Formel (7^,) zu einer bestimmten Function m^x + m^ eine der fünf spe- 
ciellen Functionen P{x\x^ als P^{x\x^ gesetzt werden dürfen^ so muss noth wendig das der- 
selben speciell zukommende ß die Bedingung erfüllen: 

während die Grössen h keinen Einschränkungen unterworfen sind. Demgemäss kann man 
von den obigen fünf specielleft Functionen P{x\x^ setzen: 

zu m^x + 71%^ = X (da dafür — = ) nur die eine FunctionjF1[a:|a:i), für die ß = ; 



X 

u. s. w.,so dasB sich die fünf Functionen folgendermassen vertheilen : 



P 

x' 



n 



n 7) 
Ji ff 






Funct 



Functionen 



XX X (1— a:,)(l— x*x,)(l— X'a;,)(l— fi*Xi)H-a:,(l— X )(1— x*x )(1— X*a: ) 

1— X : x,(l— X )(1— x»xj(l _X'x,)(l— ft'xi) + X (1— Xi)(l— x»x )(1— X»x ) 

1— x«x : x,(l— x,)(l— x*x )(1— X*x,)(l— |i»a;,) + x (1— x )(1— x*x,)(l— X«x ) 

1— X*x : x,(l— x.)(l— x»x,)(l— X'x )(1— }ii»Xi)+x (1— x )(1— x'x )(1— X*x,) 

1— ji'x : x,(l— x,)(l— x«x,)(l— X»x,)(l— (i*x )+x (1— x )(1— x'x )(1— X»x ) 



— ,i»x),ß = — p; 

-,.«x),ß = -^; 
-^«xO,ß = -^; 



und man erkennt, dass der anschauliche Zusammenhang dieser Functionen FJ^x\x^ und 
m,a:+?7^ ein ähnlicher ist, wie sub I. derjenige der Functionen FJ^\x^ und Tnar^+w^x+Tn,. 

Diese fiinfzehn charakteristischen Functionen P^ und P^ wollen wir nun bei der Bildung 
der algebraischen Ausdrücke für die fünfzehn d-Quotienten r\ anwenden, und wir haben dann 
nur noch die beiden Constanten G und C in jedem speciellen Falle zu bestimmen. 

§. 28. 

Das Resultat der letzten Untersuchungen ist jetzt, dass die sämmtlichen fünfzehn d-Quo- 
tienten r\ in der allgemeinen Form: 



(8.) rS = 



= a 



enthalten sind. 



(x— Xj) (x, — X,) (mxJ+miXj+wia) [ — 2m, + P(x (x,)l 
+ (x — X,) (xg — X,) (mxJ+miX,+»»,) [ — 2w, ■\-P{x jx,)| + ^\ 
+ (x, — X ) (xj — X ) (tox* + m, X + ?»j) [ — 2«!*, + P{x^ \ x^ 

(x— X,)* (x— X,)» (Xi— X,)* 
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Zu einer bestimmten Charakteristikf|/^] gehört eine bestimmte Function f(x)=:ma:^ -f m^x + m^j 

die man passend die oharakteristisohe Function des algebraischen Ausdruckes nennen könnte; 
sie ist fiir jeden der fünfzehn Fälle im§. 26 aufgestellt bis auf einen constanten Factor, den wir 
=1 gesetzt oder, was dasselbe, in die Constante C verlegt haben, die für jeden Fall bestimmt 
ist, wenn die Grössen m bestimmt sind. Anders verhält es sich mit der symmetrischen Function 

P, die, selbst wenn fV"l festgesetzt ist und in Folge dessen auch /(a:), noch die verschie- 
densten Formen haben kann; sie muss nur in ihren Gonstanten so beschaffen sein, dass 
[ — 2ss^ + P(x\xi)] 0' wird fiir x^zx^^ s=s^ (indem sonst der Zähler für Xj3=x^jSi ^^^ x,s=x^jS^ 
nicht 0* würde) , und ferner so , dass der Complex der von ä, ^j, s^ unabhängigen Glieder des 
Zählers in Bezug auf keine der drei Variablen den vierten Grad übersteigt , indem der 

rationale Theil des Zählers in der Form Fix^x^^Xi) des §.25 enthalten sein muss. Wir haben 
gefunden, dassPganz beliebige Cgnstanten enthalten kann, und erst, wenn der Werth derselben 
festgesetzt, ist die Constante C in jedem speciellen Falle eine bestimmte. Es gelang uns, der 
Reihe nach den fünfzehn Functionen f{x) entsprechend, fünfzehn Functionen P(x\x^) zu 
finden, die mit diesen in merkwürdigem Zusammenhange stehen, und deren Einführung, durch 
die Tabellen des vorigen Paragraphen festgesetzt, übersichtliche Endresultate verspricht. Um also 

die fünfzehn Hauptformeln zu erhalten, setzen wir in der letzten Doppelgleichung (8.) für f*5*?) 

der Reihe nach die fünfzehn möglichen Charakteristiken, entsprechend für y][a:) die zugehörigen 
Functionen aus §.26 und für P{x\xt) die ausgewählten Functionen des vorigen Paragraphen* 
Dann bestimmen sich die beiden Constanten C und C in jedem speciellen Falle am einfachsten, 
wenn man für x^ und x^ zwei verschiedene Verzweigungswerthe einführt; dadurch geht das 
System u^^^ + w$*^ | u^^^ + u^^^ in Halbe der correspondirenden Periodicitätsmodulen über und ent- 
sprechend der d-Quotient rj in einen der allgemeinen d-Quotienten ± rj des ersten Falles, der 
sich vermöge der Formeln (F^) algebraisch bestimmt ausdrücken lässt. Durch Vergleichung 
dieses algebraischen Ausdruckes mit dem äquivalenten, der die Constanten (7 und C enthält, 
bestimmen sich leicht diese letzteren. Setzen wir also zur Abkürzung: 

80 ergiebt sich, mit Berücksichtigung des Gesagten, das folgende 

Formelsystem (F^): 






(x—x,) ix,—x,) {l—x%) (1— fi*x,) [—2**, +P(x \x,)] 
+ (x—x,) (a-,— X,) (l-x»x,) (1— A,) [-2ss, + P(x \x,)] 
1+ {x,—x) (x^—x) (l—x^x) (1— tA*x) [—2s,s^ + P(x,\xt)] 



+ c; 



(X X,)* {X Xj)* (X, Xj)* 

P(x]xJ = X (1 — x) (1— x»x,) (1— X*x) (1— fi*xj + X,(l— Xi) (1— x»x) (l— X*x,) (1— fi*x) . 



Constantenbestimmung: Für Xj = 0, Xj = 1 wird iöjwj ^ m, + -^lu^ + -5^, daher: 



«iff 






Aus {F^ §. 21 folgt nun: 



•^QKI«*.) xf*Xxfti ' «r(l-«) 



, daher \ C^ = \ — ; C[ = 0. } 
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y(!!i)(">i|«'«) 



02« 



c^- 


-X,) (Xi- 


-x,)(l-X«x,)f- 


-2m. +P(x|x,}] 


+ (x- 


-X,) (x,- 


-X,) (1— X'xJ [- 


-2**, +-P(ic a;,)] 


+{x,- 


-X ) (x,- 


-x)(l-X'x)[- 


-2«,«, + P(x.ix,)] 



+ 0,', 



(x— X,)» (.r— x,)* (Xi— X,)* 
P{x\x,) = x(l— x) (l— x*x) (1— X*x,) (1— ji*x) + x,(l— X,) (1— x»Xi) (1— X»x) (1 



l**ar,) 



Congtantenbestimmiing; Setzen Xi = 0, X2= 1 ; tOi|to,==Uj + "vl^ + ^ ' ^^ '^^''^ ^^^ (^)* 






3. 



y(?i)K|to.) 



XfUxfi] 


l » 


(1-*) 


<-, A, 


X (l-x) 




vj j j i^ 


'8 


= c. 


H-(a;- 


X,) (Xi- 

-x)(x,- 


-X,) x,(l- 
-x,)x,(l- 
-x)x(l- 


- Ai) - 


-2ä«, 
-2««j 
-2«,Ä 


^+P{x, 


^0] 



^\>^X H 



; (7;=0. 






+ c;, 



(x— .fi)" (x— X,)* (Xi— X,) 



a 



jR[x|x,) = X (1— Xi) (1— x*x,) (1 — X*x,) (1 — (i*x) + x.(l— x) (1 — yx) (1— X»x) (1— jt'x,) • 
Constantenbestimmang; Setzen Xi = 0, x,= 1 ; wAwt ^ u^ -\- ^\ut + ^ ; so wird aus (3): 



4. 



y(!i)Ki«.) 
y(Ä(«.K) 

*'(lJ)(«'i|«'0 



f*i 



fXfXx^X 






fc.= 



f^f^f*« f*A 






= 0. 



yP(«'x!«'2) 



=a. 



(X- 


-Xj) (x,- 


-x,)(l- 


-^0 [- 


-2w, +P(x X,)] 


+ (x- 


-Xj (Xj- 


-=^-I)(l- 


-a^.)[- 


-2sst +P(x X,)] 


lj-(a-l- 


— X)(X2- 


-x)(l- 


-x)[- 


-2«,5, + P(x, X,)] 



+ c:, 



(x— X,)* (x— Xg)' (•-»•,— -r,)* 
P(xlxO = X (l-x.) (1— x'x) (1-X*x) (1— tiV) + ^-,(1— x) (1— x»x,) (1— X»xJ (l-fi*x,) • 

Constantenbestimmang: Setzen x, = 0, X2=: 1 ; w^lwi.^^Ui + ^'l^^a + ^'; >o ^ii'<l &us (4): 



y(!t)(«, I «.) 

yQ(».|«0 



xX(t 1 — « 



1 — X 



U_ 



I 



c; = - 



xAfxxiAifX, ) 



O. 






= a. 



+ (x- 



•X,) (x,- 
■X,) (x,- 
-X ) (x. 



■X,) x,(l— x*x,) [—2m, +P(x |x,) 
•x,)x,(l — x*Xi)[ — 2ä«, +P(xjxs)]| + Cj , 
-x) x(l — x*x)[ — 2*,«,+P(x,|xg) 



(x— X,)* (X— X,)* (Xj— X,)* 

P{x\x,) = X (1-xO (l-x»x) (1-X«x.) (l-jt'x,) + x,(l-x) (l-x«xO (1-X«x) (1— ji'ar) 



AiM 



OoiuitantenbeBtimmmig; Setzen a:i = 0, Xg = 1 ; i<?i|t£?t^w, + ^Iw, + ~^; so wird aus (5j: 






xXxfAx 



Izü!! == c.xj i=^ + c; , 



i^- 



XXxAjiflx ) 
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{x — a:,) (a;,— cc,) (1— a;,) (1 — X'xj) [ — 2m, +iXa; \x^] 
+ (x— xO (x,— a;,) (1— arO (l-X'a;,) [—2m. +P(a;|a:,)] 
+ (ar,— a;) (a;,— a:) (1— a:) (1— X'a;) [— 2*,*,+P(x,|a:,)] 



+ a', 



(a; — »i)* (x — X,)* (x, — Xj)* 
i^x|x,) = x(l— Xi) (1— x»x) (1— X»xO (l_^»x) +Xi(l— x) (1— x*x,) (1— X«x) (1— n*xO . 



Oonstantenbertimmnng; Setzen x, = 0, x, = 1 ; t^i | tc, 

y©(»il«.) 



Otiil 



«1 + y^l«, + 



Ottt 



; so wird aus (6): 






1—» 1— aj 



\ * XxJ^X,flx ' * ' ) 



7. 



yp(t<?xi«>,) 



— 07« 



(X— Xj) (Xi— X,) (1 

+ (x— x,)(x,— x,)(l 
•f (x,— x)(x,— x)(l 



^0 (1 

X) (1- 



■x*a:0 [■ 
•x'xO [. 

•x«x) [. 



■2m, +P(x|x,)i 
■2m, +P(x|x,)] 
•2^A+P(x/|x,)] 



+ C7;, 



(X X,)* (X Xg)* (x, Xj)* 



P(x|x,) = X (1— X,) (1— x»x,) (1— X»x) (1— |i*x) + X, (1— x) (1— x*x) (1— X«x,) (1— jt*x,) 



Oi't 



Coiutaiitenbestimmang: Setzen x, = 0, x,=: 1 ; tr,|t02^Ui -4- -^'|2^ + -^; so wird aus (7): 



^•«»(«.Itg \h 



8. 



y(»(tt,|«o 



xXxfAx 



1— •« 



1— » 



{ 



a = 



xXifXiXxfx, 



; Gl 



= 0.} 



(X- 

•4-(x- 



■Xg) (x, 
■Xi) (x, 
-X) (Xj 



)(1— fi*xg)[— 2m, +P(xlx,)] 
x.) (1— ft*x,) [—2m, +P(x |x,)] 
x) (1— jii'x) [— 2*,«,+P(x,|x,)] 



+ c;, 



(x X,)* (x X,)* (x,— X,) 



« 



P(x|x,) = x(l— x) (1— x*x) (1— X»x) (1— fl*X,) + X,(l— Xj) (1— x*x,) (1— X»x,) (1— |i*x) . 
ponstantenbestimmiing; Setzen x, = 0, x, = 1 ; trjtr, ^ i«, + ^'jt^ + ■^; so wird aus (S); 



■»•(»KW 



9. 






«^ — ^ji_ . (t-»'»)^-^») ^ g , (i-»v)(i-x'.) j L_,. q,' = o.! 



= Go. 



»■ 



(x — X,) (x, — X,) x,(l — X*x,) [ — 2mi +P(a; jx,)] 
+ (x — X,) (x, — X,) x,(l — X*Xi) [ — 2m, +P(x (x,)] 
+ (x,— X ) (x, — x) X (1 — X*x) [ — 25i«,+P(Xijx,)] 



+ a' 



(X— X,)» (x— X,)* (x,— X,)* 

P(x|x,) = X (1— X,) (1— x'x,) (1— X«x) (1— tii*x,) + X, (1— x) (1— x»x) (1— X»xO (1— |i»a:) 



Ol,! 



ölf«. 



Constantenbestimmung: Setzen a?i = 0, a;« = 1 ; tojtr, ^ Wi + ~^'|wa + ~^*; so wird aus (9) : 






'• ^-'''. =. c^« i=^ + c , 



X^xfLX 



a = 



» 



177—5 a'=0. j 
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10. 






^ Gin. 



+ (x — Xx) (a?« 
+ (a;,— a;)(jr,- 



x.) a;,(l- 
■a;)a:(l 



<ri)[— 2m, +P(a;|a;,)] 
.a:)[— 2*i*,+P(a;i|x,)] 



+ a; 



(«— Xi)* (x— a;,)' («1— a;^* 



l^a:|ar.) = « (1— «) il-y?x,) (1— X'x,) (1— |**a:,) + ar, (1— xj (1— x«a:) (1— X«a;) (1— n««) . 



m a. 



Conitantenbestimmmip Setzen a;» = 0, a:j=-;wi|tr,^«i — ö^+^s^l*^ +^'5 ^o wird au8(10): 



2 



11. 



y(S)(«.|ii.) 

S-CSÖCutliH) 

yPKIw.) 






iZf- c^izL+Ci, 



{^" = ^^^o = 0.| 



»•PKIN 



^ Ütt. 



u 



(a;— a;,) {x^—x^ (1— X'a;,) (1— |i*x,) [—2**, +i^a:|a;,)] 
+ (x— xO (x,— X,) (1— X'x,) (1— fi'xO [—2m, +i^a: |x,)] 
+ (Xj — x) (x, — x) (1 — X*x) (1 — n'x) [— 2«,«,+i^Xi|x,)] 



+ a:,, 



(X— Xi)* (X— X,)« (Xi— X,)« 

P(x|x,) = X (1— x) (1— x»x) (1— X«x,) (l-n*Xi) + X, (1— xO (1— x'xj) (1— X«x) (1— fi'x) . 



(hn\ 



CoMtantenbestimmPTig! Setzen ar^ = 0^ a:, = 1 ; t^i|t^2 ^ ti| + -^{tig + ^; so wird aus (11): 



y(a)Ki«o ___^ 1-»'» 



^ii^jf*» rr., — TT + ^u ' 



«(!-•) 



|<^=5s;k' ^'"="•1 



12. 



ypKi«'.) 



^ C7u. 



+ (x- 



-X,) (Xi- 

■xj (x,- 
-x)(x,- 



-X,) (1— x»x,) (1— X»x,) [—2m, +P(x |x,)] 
X,) (1— x'xj (1— X»xO [-2m, + P(x |x,)] 
• x) (1— x»x) (1— X*x) [— 2«A+P(x,|x,)] 



+ Q« 1 



(X— X,)» (X— X,)» (Xj— -X,)» 



P(x|x.) =x (1— x) (1— x*x,) (1--X«x,) (1— fi*x) + Xi (1— «j) (1— x*x) (1— X«x) (1— |*'Xi) . 



Ck>iuitant6nbestiiiunnngt Setzen x, = 0, x, = 1 j triju', ^ «i + ^|t^ "^^'i^^ ''rra^ aas (12) : 



13. 



ypKI«'.) 



XjX» 



xXfixfAX «(1—«) st(l— ap) 



I C7a = 



*^*l^l|*ii f*3L 



Cij 



= 0.| 



^ C.«. 



1» 



(x— X,) (x,— X,) X, [— 2mi +P(x |xO] 
+ ( X— X,) (x,— Xi) X, [— 2m, + P(x |x,)] 
+ (xi— x)(x,— x) X [— 2«,j,+jP(Xi|x,)J 

(x— X,)» (aj— X,)' (xi—x,)' 



+ Cu ? 



P(x|xO = X (1 — xj (1— x»xO (1— X»x,) (1— ji'x,) + X, (1— x) (1— x»x) (1— X«x) (1— ti*x) . 



€hii| 



Constantenbestimmung: Setzen a:^ = 0^ o:, = 1 ; tOi|t(^t ^ ti^ + -^\^ + '^'i ^^ ^^'^^ ^^^ (1^) * 



y(g)(ti,|u.) 

y(S)(tt.K) 



— - • — = C7ii — h ^1» ? 



{G. = i; Q. = 0.j 



(Prym.) 



IS 
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14. 



Friedrich Prym. 






— Ol*. 



u 



(jr— a:g)(a;,— a;,)(l 
+ («— a;i)(x,— a:,)(l 
+ (a;i— a;)(a;j — a;)(l 



— x*a;,) [— 2«5, + l^a; |a;,)] 
— x«x,) [— 2m, + P(a:| a;,)] 
— x«a;)[-2*,«,+ P(x.|x,)] 



+ cu , 



(a: — Xj)* (x — Xj) (x, — X,)* 



P(x|xO = x(l— x) (1— x«xO (1— X*x) (1— fi*x) + X, (1— ar,) (1 -x«x) (1— X«x,) (1— ji'x,) . 
OonstantenbestimTnnng» Setzen x^ = 0, x, = 1 ; {r,|«o, ^ e^^ + ^jt«, + ^; so wird ans (14): 



16. 



y(S)(««.i«s) ^ ». 
VGOKItr.) 



(t-X«kB)(l— (i^i») 



(1-»^ 



..->^K.-.M j • j 



yPKl«'.) 



= Cis' 



(x— x,)(a;i— x,)(l— X,) (1--{a»x,)[--2m, +P(x|xJ] 
+ («— Xi) (x,— X,) (1— Xi) (1— ft»x,) [— 2w, +P(x|x,)] 
+ (xi— x) (x,— x) (1— x) (1— fi«x) [— 2*,*,+P(x,|x,)l 



+ CU , 



(x X,)* (x X,)* (x, Xjs)* 



P[x|xO =a:(l— x.) (1— x«x) (1— X»x) (1— ft'x,) + x, (1— x) (1— x'xj (1— X»x,) (1— ji'x) . 
CoüBtäntenbestiinmaiig; Setzen x^ = 0, x, = 1 ; tTxjto, == 2^j + ~-|r^ + ^; so wird aus (15) : 



x,l. 



yg;)(it.K) 



— — t/jfXiAi — — - — h Oii » 

1— ar 1 — 



a.= 



fAxAifi^H-X 



; 0/5 = 0. 



Wir sehen, dass bei dieser Wahl der Functionen P die sämmtliehen davon abhängigen 
Constanten C den Werth haben. 

Die in den d-Functionen zur Abkürzung geschriebenen Argumente iJO^\u>^ sind gleich- 
bedeutend mit dem ursprünglichen Systeme u^ — 'fi\^'^f%^ da^ "^on uns in die Form: 

gesetzt wurde, indem wir durch die Congruenz : 

die Funkte x^^ s^ und 2;,, «29 ^^% ^^^ einwerthig bestimmbar, dieser Congruenz Genüge leisten, 
als Hilfsgrossen für die Bildung der algebraischen Formen einführten. 

Aus jeder Formel sub [F^ lassen sich, wie ähnlich bei den Formeln des Systems (1^) 
geschehen, neue ableiten, indem man statt der Grössen ^j, ^3 ihre negativen Werthe einzeln 
oder zugleich einfiihrt. Setzt man in den algebraischen Ausdrücken statt s^: — ^^^oder statt 
s^i — 8^ ein, so muss man entsprechend in den Argumenten der d-Functionen statt f4*^|t4*^: 



w?^|— f4^^,oder statt uf\u^;^i 



u« 



•w^*^ resp. schreiben, da ja die Congruenz: 



du^ I / du^ ^ — / du^ I — / dut 
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für jeden Werth von x besteht. Man kann auf diese Weise aus jeder Formel {F^ j je nachdem 
man statt s^: — s^y oder statt s^: — s^j oder endlich zugleich statt Si und s^i — s^ und — s^ ein* 
führt, drei neue ableiten, die in Verbindung mit der ursprünglichen eine Menge algebraischer 
Formen durch Summen oder Differenzen von 0*-Quotienten, deren Argumente in der allge- 
meinen Form Ui±u^i^±u^^ti2±u^^ ±u?^ enthalten sind, auszudrücken gestatten. 

§. 29. 
untere Aufgabe, die in der allgemeinen Form: 

(8,13 = 0,1) 



danteilbaren algebraischen Fnnotionen für jeden Werth von x und für ein beliebiges Oon- 
stantensystem fi\f% algebraisch auszudrucken» ist jetzt gelöst, indem aus dem letzten 
Formelsysteme, durch Division je zweier der dort vorkommenden fünfzehn Hauptformeln in 
einander, die Quadrate aller übrigen ^-Quotienten von der obigen Form sich algebraisch 
ausdrücken lassen. 

Betrachten wir jetzt die sub (F^) gewonnenen algebraischen Ausdrücke genauer, so 
zeigt sich die merkwürdige Erscheinung, dass bei unserer Wahl der Functionen P, die allge- 
mein das Verschwinden der Constanten C zur Folge hatte, sämmtliche Formen bezüglich des 
Baues in naher Verwandtschaft zu einander stehen, und dass, abgesehen von dem constanten 
Factor (7, der bei jeder einen besondem Werth hat, sie sich nur durch die zu jeder speciell 
gehörige charakteristische Function /(x) , die lediglich den ganzen Bau des Zählers und 
nach ihrer Verschiedenheit die Verschiedenheiten im Baue der einzelnen Zähler bestimmt, 
unterscheiden. Eine weitere Frage ist demnach, ob der allgemeinen Form 

entsprechend, aus der die betrachteten 0-Quotienten sämmtlich resultiren, indem man statt der 
symbolischen Charakteristik der Beihe nach die fünfzehn möglichen bestimmten Charakte- 
ristiken einführt, nicht auch eine äquivalente algebraische Cardinalform existirt, in der die 
charakteristische Function f(x) in allgemeiner Bezeichnung dieselbe symbolische Bolle spielt, 

wie die Charakteristik Q)^?) bei dem ft-Quotienten, und aus der für jeden einzelnen d-Quotien- 

ten der äquivalente algebraische Ausdruck erhalten würde, wenn man darin statt /(x) die 
specielle charakteristische aigebraische Function einführte, die der jedesmaligen 0-Charak- 
teristik, gemäss des im §. 26 aufgedeckten Zusammenhanges, entspricht. 

Zu dieser Cardinalform gelangen wir, wenn wir bemerken, dass sämmtliche fünfzehn 
Functionen f(x) =:mQi^+injX'\'m^ Theiler von ^=x (1 — x) (1 — tl^x) (1 — l?x) (1 — |i*a:) sind, imd 
dass die zu einer Function /(x) gehörige Function P{x\x^) in jedem Falle (vergl. die beiden 
Tab. §. 27) so gewAUt ist, dass die 



s" .... «f 



^-M-yf^/M+-yfi:/(-) 



12 



92 



Friedrich Prym. 



stattfindet. Führen wir nun in der letzten Gleichling (8.) statt der dort vorkommenden 
Functionen P ihre der obigen Relation entsprechenden Ausdrucke mit den betreffenden 
Variablen ein und berücksichtigen, dass C allgemein den Werth hat, so folgt: 



r;=a 






+ (a?!— X ) (a:,— x )f{^)[ 



» 



'''•' +Ä^^' +;^(^')] 



(x—x^y (x—x^y {Xi—x^y 

und man erkennt oHne Mühe, dass der Zähler dieses Ausdruckes ebenso wie der Nenner ein 
vollkommenes Quadrat ist. Ziehen wir die Quadratwurzel aus und schreiben statt r, einfacher 
B, so folgt anter Beifügung des zugehörigen d-Quotienten : 



5 = 






= ±Vc. 



(x— xj (a;— a:,) (Xi— x,) 



= ±V^. 



«. 



VA^) ' v^^ ' vX*.) 



K/R» vTR", V/Cxo 



a:K/(x), xyji^, x,Vf{x,) 

■■^^^— ■ ■ M^— ^i^^^W^^— ^■^^^■^— ^^^M^^— ^»^»^i^^^^^M^^— W^^i— 



and den letzten Ansdruck, dessen Zähler in Form einer Determinante gesehrieben ist, wol« 
len wir als die algebraische Cardinalform ansehen. 

Diese Cardinalform stellt den ganzen Bau des algebraischen Ausdruckes in das hellste 
Licht und bildet, einmal entdeckt, vermöge ihrer leicht zu verallgemeinernden Gestaltung den 
Schlüssel für das gesammte Gebiet der hyperelliptischen quadratischen Functionen, von denen 
die hier betrachteten ultraelliptischen nur einen speciellen ausgezeichneten Fall abgeben. Die 
Determinante im Zahler ändert als alternirende Function, wie der Nenner, ihr Vorzeichen, 
wenn man zwei der vorkommenden Punkte x^s ; x^^s^ ; a:,,^^ mit einander vertauscht; sie ver- 
schwindet als Function des Punktes x^s betrachtet (und zwar wird sie 0^), wenn man 
aj,* = a:i,^i oder x^s :=zx„s^ setzt, indem dann zwei Verticalreihen identisch werden. Der 
algebraische Quotient ist also wie der allgemeine d-Quotient eine symmetrische Function der 
drei Variablen und wird wie dieser , als Function von x, s betrachtet , nur oo^ für die beiden 
Punkte a:,j = ar^, — s^ und XyS =a:j, — s^y indem dies die einzigen Werthe XjS sind, für die der 
Nenner (x — Xi){x — a;2)(a:i — a;,) nicht zugleich mit dem Zähler verschwindet. Als symmetrische 
Function hat er in Bezug auf jeden der beiden übrigen Punkte ganz analoge Eigenschaften. 
Wie nun die Factoren, die B an den Querschnitten erlangt, und die beiden Punkte, wo B 0* 
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wird) verschieden nach den verschiedenen möglichen Charakteristiken, in jedem Falle voll- 
kommen bestimmt sind, sobald eine bestimmte Charakteristik statt der symbolischen ^V?) 

gewählt ist, so werden entsprechend dieiTe Grössen auch mit der jedesmaligen Function yi[x) 
in nachweisbar noth wendigem Zusammenhange stehen, da diese Function mit der Wahl der 
betreffenden Charakteristik zugleich nothwendig bestimmt ist und umgekehrt 

Zunächst ist klar, dass dieFactoren (—1)% (— l)''s (—1)% (— 1)S die R der Reihe nach 
an den Querschnitten a^, 6^, a^, \ annimmt, dieselben sind, die Vf{x) dort erlangt» denn diese 
Wurzelgrösse ist die einzige nicht wie T verzweigte Function, die in jedem Gliede des alge- 
braischen Zählers von R als Factor zu einer wie T verzweigten Function vorkommt. Anschau- 
licher wird dieses Verhältniss, wenn wir durch Herausheben der Wurzelgrössen aus der Deter* 
minante den Zähler (der Nenner ist ftir sich schon wie T verzweigt) in die Form : 



VC 



VM Vßs^ V/ioh) 



A^h /(^i). /(^.) 
^f{^)j ^if(^i)j ^%A^%) 



setzen. Die neue Determinante ist dann eine wie T verzweigte Function, erlangt also an allen 
Querschnitten den Factor -f 1, und die Factoren, die der Totalausdruck annimmt, können dem^ 

nach nur dieselben wie die des Factors , = ;\ \ oder der Function Vf(^) sein, die entwe- 

der als identisch mit einer der fünf Functionen Vx, Vi — x etc., oder als Product von zweien 
derselben in T' einwerthig und stetig ist und an den Querschnitten Factoren ± 1 erlangt. Diese 
Factoren giebt die Tabelle des §. 9 an, und man kann durch sie für jeden Fall das gefundene 
Resultat prüfen. So erlangt z.B. der sub 15. stehende einfache (nicht quadratische) d-Quotient 
mit der Charakteristik (Ji) an allen Querschnitten den Factor — 1, und eben denselben die 

Quadratwurzel, 1^(1 — x){l — ^x)j aus der charakteristischen Function des zugehörigen algebrai- 
schen Ausdruckes; denn nach derFactorentabelle erlangt Vi — x an den Querschnitten der Reihe 
nach die Factoren — 1, — 1, — 1, +1; Vi — v^x die Factoren +1, -f 1, -|-1, — 1; daher das 

Product dieser Functionen, V(l — x){l — |i*a:), an allen Querschnitten den Factor — 1. Eben die- 
ser innige Zusammenhang zwischen den Charakteristiken der 0-Quotienten und den Quadrat- 
wurzeln aus den correspondirenden , im §. 26 bestimmten Functionen f{x) liess mich auch 
vermuthen, dass den Functionen f{x) für die algebraischen Ausdrücke dieselbe Bedeutung 
zukomme, wie den Charakteristiken für die einzelnen 0-Quotienten, und veranlasste mich, 
bei der Aufstellung des Formelsystems {F^ die Functionen P so zu wählen, dass sie in jedem 
Falle mit der betreffenden gefundenen Fimction f{x) in charakteristischem Zusammenhange 
stehen. 

Was femer die beiden Punkte a?, s betrifft , wo -B 0* wird , und die wir mit a:^, ^3 und 2:4, s^ 
bezeichnet haben , so sind sie von der d-Function im Zähler aus bestimmt durch die schon im 
§. 20 aufgestellte Congruenz: 

/i+ ^1«* — 2^«i.» 1/2+ j 1» — 2 2' aj.v ^y <^Mi + / du^lj dut+J du,. 

« « ß > 
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Diese Gongruenz ist allgemein algebraisch lösbar, wenn wir statt — f\\'^ft das gleich- 
werthige Integralsystem ui^^+u^^^|t4^^-{-t4'^ einführen, indem x^^s^ und x^^s^ zugleich mit x^^s^ 
und T^jSg die Wurzeln x^s der Determinante in dem algebraischen Ausdrucke ftir B bilden. 
Ordnen wir die Determinante nach den Elementen der ersten Verticalreihe , so finden sich 
ihre Wurzeln aus der Gleichung: 

-wo o, i, c bekannte Functionen von x^, «^ und x„ »^ allein sind. Die Werthe von x, die dieser 
Gleichung genügen, sind identisch mit den Wurzeln der Gleichung: 

die durch Quadrirung der vorigen entsteht, und deren rechte Seite für jede der fünfzehn 
Functionen ß^x)^ die alle Theiler zu ^ sind, eine ganze Function des vierten Grades von x ist 
Scheiden wir aus dieser Gleichung ihre beiden bekannten Wurzeln x^=Xi und o; = Xf aus , so 
reducirt sie sich auf eine quadratische, die uns die beiden noch übrigen Wurzeln a: = a:« und 
2? =2:4 als Functionen der in den a^h^e enthaltenen Werthe x^jS^ und x^^9^ liefert Die zu 
x^ und x^ gehörigen Werthe s^ und s^ bestimmen sich dann ihrem Vorzeichen nach aus der 
ersten Gleichung: 

= ew + (i + öa:)/(a:), 

indem die Werthe x^^s^ und x^^s^ ihr als Wurzeln genügen müssen. 

Die Untersuchung, aufweiche verschiedene Weise die bestimmenden Eigenschaften der 
allgemeinen Function £ in dem d-Quotienten und in der algebraischen Cardinalform zum Aus- 
drucke kommen, ist hiermit erledigt Die verknüpfende Cojistante VC ist bis auf das Vorzeichen 
für jeden der fünfzehn Fälle sub {F^ bestimmt; einwerthig erhält man sie durch Grössen 
ausgedrückt, wenn man in die Doppelgleichung für B (in diesem Paragraphen) statt x^x^jX^ drei 
verschiedene endliche Verzweigungswerthe einführt, für die die Determinante nicht ver- 
schwindet, und entsprechend für die Integrale in den Argumenten der d-Functionen die resp. 
in der Gleichung (7^) §.17 aufgestellten Werthe. Vermöge der Relationen des §.19 lässt 

sich dann VC rational durch Grössen 6 in jedem Falle darstellen. 

unter Voraussetzung der zuerst dargestellten Formelsysteme {F^ und {F^ haben wir das 
Formelsystem (i^) durch rein algebraische Betrachtungen gewonnen. Die daraus abstrahirte, 
dem allgemeinsten 0-Quotienten entsprechende algebraische Cardinalform lässt sich aber auch 
unmittelbar, mit übergehung der Systeme {F^ und (i^), herleiten, sobald man den Umstand ins 

Augefasst, dass su jedem O-duotienten B eine Function Vf{x) sioh finden Iftsst, die, entweder 

als identisch mit einer der fünf Functionen Vx^ Vi — x etc., oder als Product von zweien dieser 
fünf, in T einwerthig und stetig, an den Quersdinitten dieselben Faotoren ± 1 erlangt wie 

der betrachtete specielle O-Quotient B. Das Product, B . Vf{x) , dieser beiden Functionen ist 
dann, da es an allen Querschnitten den Factor +1 erlangt, eine wie die Fläche T verzweigte 
algebraische Function , die nach ihren Eigenschaften sich leicht rational durch x und s dar- 
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Btellen lässt. Die Schwierigkeiten, die wir bei unserm Gange der Untersuchung zu bewälti- 
gen hatten, bestanden eben darin, dass wir von der Betrachtung der Quadrate der d-Quotien- 
ten, als wie T verzweigter Functionen, ausgehend, eine der wichtigsten bestimmenden Eigen- 
schaften des einfachen d-Quotienten, an den Querschnitten bestimmte Factoren ± 1 zu erlangen, die 
zugleich vollkommen die Unterschiede der einzelnen Functionen und Formen bestimmt und bei 
den Quadraten nicht mehr hervortritt, bei der Construction des algebraischen Ausdruckes für JS* 
nicht in Rechnung ziehen konnten. In Folge dessen war es auch unmöglich, ohne Zurückgehen 
auf die schon bestehenden Formeln (F^) und (F^) den allgemeinen algebraischen Ausdruck so 
zu specialisiren^ dass die individuellen Formen alle symbolisch in ihm enthalten gewesen; im 
Gegentheile , eines der einfachsten Abhängigkeitsgesetze, wie es zwischen der Charakteristik 

f*;*?l und der Function /(a?) des algebraischen Ausdruckes existirt, musste, unbemerkt geblieben, 

durch ein viel coinplicirteres wieder gegeben werden. Geht man dagegen, unter Voraus- 
setzung des einfachen Zusammenhanges, wie er zwischen den d-Quotienten S und den fünf- 
zehn charakteristischen Functionen /(x) besteht, von dem Producte, Ii.Vf{x)j zweier solcher, 

durch ein gemeinsames Factorensystem verknüpfter Functionen B und V/{x)j als von 
einer wie T verzweigten Function aus, so ist damit der oben erwähnten wichtigsten Eigen* 
Schaft des 0-Quotienten vollkommen Rechnung getragen, und unmittelbar ergiebt sich, eindeu- 
tig durch seine übrigen Eigenschaften bestimmt, der algebraische Ausdruck für S. Ich will 
diese Untersuchung für den vorliegenden Fall der ultraelliptischen Functionen nicht mehr 
speciell durchfuhren, sondern sie im Folgenden allgemein auf das Gebiet der hyperelliptischen 
ausdehnen ; denn eben darin besteht die Bedeutung der algebraischen Cardinalform , dass an 
der Hand der bei ihrer Betrachtung gewonnenen Anschauungen das ganze Gebiet ^er analo- 
gen hyperelliptischen Formen sich uns aufschliesst. 

Es bedarf wohl keiner Bemerkung mehr, dass man umgekehrt aus den Formeln (F^) als 
den allgemeinsten die specielleren (F^) und (F^) unmittelbar ableiten kann. Führen wir in die 
Doppelgleichung für JR (pag. 92) statt Xg den Verzweigungswerth oo ein, so erhalten wir einen 
der sub (F^) stehenden einfachen d-Quotienten, indem dann das System der Argumente in 



und der Nenner ^(^)(tii+u^i^ + u?^\ii^+ui^^+t4!^^) in Verbindung mit der jedesmaligen d-Func- 
tion im Zähler (nach (0) §. 21) in den gemeinsamen Nenner O(S)(wiH-Wi'^|w,4-t4^0 ^®^ Formeln 
(J?i), bei denen er natürlich quadratisch vorkommt, übergeht. Entsprechend verwandelt sieh 
für cTg = oo die algebraische Cardinalform bis auf einen constanten "FsLCtor entweder in 



B, = Vf{p^) Vf{x,), 

wenn die der Charakteristik (Vj) entsprechende Vf{x) eine der fünf Functionen Vx, Vi- 
etc. ist, indem dann in der Determinante gegen das von höherer Ordnung unendlich werdende 

Glied -4— die Glieder Vf{x^ und x^fix^) verschwinden und folglich gleich gesetzt 
werden können, während lim —=z einen constanten Werth erhält; oder in 
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wenn die entsprechende ^^f{x) ein Product von zweien der fünf Functionen ist, indem dann in 
der Determinante die Glieder ^!_ und Vf{x^ g^g^^ das von höherer Ordnung unendlich 



jhwir 



.) 



werdende Glied xyf{x^ verschwinden und folglich gleich gesetzt werden können, wäh- 

rend lim ■; \, — r einen constanten Werth erhält. JJ? und JS! sind aber mit Berüdcsichti- 

gung der jedesmal statt yf{x) einsetzbaren Functionen dieselben Formen, in denen die fünf- 
zehn Bosenhain'schen algebraischen Functionen sich bewegen, so dass also die Formeln {F^ 
unmittelbar aus dem Systeme {F^ resultiren , wenn man x, = oo setzt. Bei einiger Übung 
ist die auf diese Weise ausführbare Bestimmung der fLinfzehn Constanten C und C sub {F^ 
einfacher als die angewandte. Führt man endlich in die Gleichung für B statt x^ und x^ be- 
liebige, aber von einander verschiedene Verzweigungswerthe ein, wie es sub {F^ geschehen, 
so erhält man Gleichungen, aus denen das Formelsystem (FJ sich herstellen lässt. 

§. 30. 

Wir haben bis jetzt diejenigen algebraischen Functionen untersucht, die, durch den 
Quotienten zweier einfacher 0-Functionen darstellbar, Quadratwurzeln aus wie T verzweig* 
ten, d. h. rational durch x und s ausdrückbaren Functionen sind j man könnte sie passend mit 
dem Namen „ultraAUiptisohe quadratische Functionen^ bezeichnen. Wir fanden , dass sie alle 
Functionen umfassen, die in T' einwerthig und stetig , fiir zwei beliebige Punkte oo* werden 
und an den Querschnitten Factoren ± 1 erlangen. Von diesen bestimmenden Eigenschaften 
ausgehend, untersuchten wir, auf welche verschiedene Weise dieselben in den 0-Quotienten 
und in den algebraischen Formen zum Ausdrucke gelangen , und es ergab sich als Resultat 
der im vorigen Paragraphen aufgedeckte merkwürdige Zusammenhang der beiden verschie- 
denen Ausdrucksformen. Die Fortsetzung dieser Untersuchungen würde zeigen , dass nicht 
nur zweite, sondern allgemein dritte, vierte, • • .,nte in T' einwerthige und stetige Wurzeln aus 
wie T verzweigten algebraischen Functionen durch den Quotienten zweier d-Functionen dar- 
stellbar sind, endlich dass jede in T einwerthige und stetige algebraische Function, um so 
mehr also jede wie T verzweigte Function sich durch ein Product mehrerer solcher d-Quo- 
tienten ausdrücken lässt. Ich habe diese weiteren Untersuchungen, die über den merkwürdigen 
Parallelismus der algebraischen und der 0-Formen das hellste Licht verbreiten, in allgemeinerer 
Fassung zum Gegenstande einer demnächst erscheinenden Arbeit: „Zur Theorie der hyper^ 
eUiptischen algebraischen Funotionen^ gemacht, aus der ich hier noch zum Schlüsse einiges 
auf die algebraischen Cardinalformen der hyperelliptischen quadratischen Functionen Bezüg- 
liche, als mit dem Resultate der vorliegenden Abhandlung in engster Beziehung stehend, an- 
führen will, die weitere Ausführung der erwähnten Schrift vorbehaltend. 

Der Gang der Untersuchung ist bis zur Herleitung der dem allgemeinen d-Quotienten 
äquivalenten algebraischen Form nicht von dem in der vorliegenden Arb^t fiir die ultraSllipti- 
sehen Functionen eingeschlagenen verschieden: für ^ = 2 gehen die folgenden Betrachtungen 
und Ausdrücke in schon aus dieser Abhandlung bekannte über, so dasa möglichste Kürze ge- 
stattet sein wird. 
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Wir geben von den immer endlichen byperelliptischen Integralen aus. Ein solches, dem 
allgemeinsten Falle p=p entsprechendes^ immer endliches Integral lässt sich durch eine 
lineare Transformation immer in die allgemeine Form : 

". ■ ■ ■ , + c 






|/(«— «i) (a?— «2) (oj— «jp+i) 

setzen, in der die 2^+1 Constanten a von einander verschiedene Grössen bezeichnen, deren 
Werthe, so wie diejenigen der^ Constanten a, weiter keinen besonderen Bedingungen unter- 
worfen sind. Insofern wir in diesem Ausdrucke den Constanten a und a so wie der Variable x 
jeden reellen oder complexen Werth anzunehmen gestatten , können wir w als die Cardinal- 
form der hyperelliptischen Integrale ansehen. Wir setzen nun fest, dass die Grössen a im 
Laufe der Untersuchung ihre Werthe nicht ändern sollen, so greifen wir damit eine gewisse 
Gruppe von Integralen heraus , und wenn wir im Folgenden aUgemein von hyperelliptischen 
Integralen reden, so sollen darunter nur einer Gruppe (aj, o,, . . . ,«2^1) angehörige verstanden 
sein. Da der Zähler von dw p willkürliche Constante enthält, so lässt sich jedes Integral w 
aus p anderen linearunabhängigen linear zusammensetzen. 
Bezeichnen wir den Nenner von dw mit ^, setzen also : 



so hat diese Function s für jeden Punkt der -Z«-Ebene zwei entgegengesetzte Werthe, +5 und 
— ^, und ihre Verzweigungspunkte sind die 2p -f 2 Punkte aj, o», . . ., «j^+n oo- Wir bilden 
jetzt nach den im §. 2 angewandten Principien die zweiblättrige Fläche T, die die Verzwei- 
gungsart der Function s und jeder aus s und x rational zusammengesetzten Function repräsen- 
tirt, indem wir über die X-£bene zwei im Unendlichen geschlossene Ebenenblätter ausbreiten, 
dieselben längs _p + 1 Lii^en? durch die wir vorher in jedem Blatte a^ mit o,, «3 mit a4, . . . ., Oj^, 
mit 00 verbunden, zerschneiden und so zusammensetzen, dass sich in diesen Schnitten die beiden 
Blätter durcheinander durchsetzen, s ist dann in dieser Fläche, sobald man seinen Werth für 
einen Punkt a derselben als 4-^« oder als — s^ willkürlich angenommen, eine allenthalben 
einwerthige und stetige Function des Ortes; einem jeden Werthe von x entsprechen zwei 
Punkte der Fläche, der eine im obem, der andere im imtern Blatte; entspricht dem einen 
dieser Punkte der Werth ä, so entspricht dem andern der entgegengesetzte Werth — s. Diese 
Fläche T zeigt sich nun als eine (2p-|-l)-fach zusammenhangende Fläche, die wir ähnlich 
wie im §. 4 durch p getrennte Querschnittpaare a^, 6^; Äg, iaj. . . ; a,, Ä»j,; die durch p — 1 
Linien c verbunden sind, in eine einfacli zusammenbangende Fläche T' zerlegen. Das Integral 
wi&t dann, unter Beschränkung des Integrationsweges auf diese Fläche, eine in T' einwer- 
thige, stetige und immer endliche Function des Ortes oder Punktes x^s^ die so in der Be* 
grenzung von T* bestimmt ist, dass ihre demselben Punkte eines Querschnittes auf der posi- 
tiven und negativen Seite entsprechenden Werthe sich um eine längs des ganzen Querschnittes 
constante Grösse, Periodicitätsmodul genannt, unterscheiden. Es lassen sich mm, wenn wir 
die inneren Seiten der Querschnitte a, h als die positiven, die äusseren als die negativen an^ 
nehmen, p wie w gestaltete Integrale: 



cfe^j, u^=: I du^i ...., u^= I du^, 



(Prjm.) 
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mit dem gemeinschafiklichen Anfangs werthe für x^sa^j so in ihren Constanten a bestimmen, 
dass allgemein der Periodicitätsmodul von u^ fttr den Querschnitt a^ den Werth icf , die Perio- 
dicitätsmodulen von u^ für alle übrigen Querschnitte a den Werth haben. Die durch diese 
Bedingungen ebenfalls ihrem Werthe nach vollkommen bestimmten Periodicitätsmodulen der 
Functionen u für die p Querschnitte b erfüJlen dann, wenn wir allgemein den Periodicitäts- 
modul von w für den Querschnitt b^ mit a^^^ bezeichnen, die Bedingung «v.it = öf|^,v? d. h. der Pe- 
riodicitätsmodul der Function u^ für den Querschnitt b^ ist gleich dem Periodicitätsmodul der 
Function u^ für den Querschnitt b^. Längs der Linien c sind die w, wie alle Litegrale Wj stetig. 
Wir substituiren jetzt in der ^fach unendlichen Reihe : 



v=l 



Ml :=: OO ^tf """ ^* 



für v^ die Function w^ — ^^, wo ^^ eine willkürliche Constante bedeutet, und für a^^ den Pe- 
riodicitätsmodul von u^ für den Querschnitt b^^y so geht diese Reihe in die d-Funetion: 

über, die in T' einwerthig, stetig und immer endlich ist, fürjp Punkte 0^ wird, beim Über- 
sehreiten eines Querschnittes a^ ungeändert bleibt, beim überschreiten des Querschnittes b^ den 
Factor e-^(«*v~-^')-a^^^ erlangt, wo w; den Werth von u^ in dem Punkte auf der negativen Seite, von 
dem aus überschritten wird, bedeutet. Bezeichnen wir die p Punkte, wo d 0^ wird, mit 
^19^19 ^3,^29 •• •; ^p9^i>9 so wird das Abhängigkeitsgesetz, welches zwischen diesen Punkten und 
dem Constantensysteme/ij/gl • • • • l/p ^^^ d-Function existirt, durch die Congruenz: 

/1I/2I l/p^^l I du^±k^\l I dti2±ki\ \1 j du^±kpy 

in der die Grössen k von den Grössen f und den p Punkten Xj, ä^; x,, ^29* • • 7 -^p? ^,» unab- 
hängig sind, ausgedrückt, wenn wir durch das Symbol: 

überhaupt bezeichnen, dass das eine System aus dem andern durch Änderung um ein 
System zusammengehöriger Periodicitätsmodulen der Integrale Wi|w,| . . . . jw^ erhalten wer- 

den kann. Es ist dabei £ statt 2 geschrieben , und das vorkommende System der Grössen 

ÄTiIfcal . . . . [ÄJp, das nur von der Wahl des Querschnittsystems und der Anfangs werthe der In- 
tegrale u abhängt, setzt sich, bei jeder Wahl dieser Grössen fest bestimmt , immer aus Halben 
der correspondirenden Periodicitätsmodulen zusammen, d. h. 2ä:i|2ä:2| .... |2&p == 0|0| . . . . |0, 
wenn die gemeinschaftliche untere Grenze der Integrale u ein Verzweigungspunkt, a^ oder 
o, etc.,ist; in Folge dessen kann man ihm das positive oder negative Vorzeichen geben, ohne 
die Congruenz zu stören. 

Eine ähnliche Untersuchung wie die des §. 14 zeigt nun, dass sämmtliche durch den 
Quotienten von nur zwei d^Functionen darstellbaren algebraischen Functionen in der allge- 
meinen Form : 
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_ C;'4: : :;;)K-/xK-/>i • • ♦ ■ i« -/.) 

enthalten sind , wo die d im Zähler eine der d im Nenner ähnlich gebaute Beihe ist von der 
Form: 



»(::l-:::;)w«'.i----w= 2 ••••'2«' 



und die Grössen 8, e' überhaupt rationale Zahlen bezeichnen sollen, r erlangt am Quer- 
schnitte «v döi^ Factor ( — 1)*% am Querschnitte h^ den Factor ( — 1)*'^; schränken wir also die 
Bedeutung der symbolischen Grössen e, e' ein, indem wir einer jeden von ihnen nur die Werthe 
und 1 beliebig zu bezeichnen gestatten (doch nie alle Grössen den Werth zugleich anneh* 
men lassen, indem sonst Zähler und Nenner von r identisch würden), so sind in r auch nur 
alle diejenigen algebraischen Functionen enthalten, die in T' eiawerthig, för p beliebige 
Punkte oo^ werden und an den Querschnitten Factoren ± 1 annehmen, deren Quadrate folg- 
lich wie T verzweigte algebraische Functionen sind. Führen wir statt des willkürlichen 

Systems fx\f%\ \fpP^ Folge dessen auch beliebige Punkte a:„ — ^^j a;,, — «,; . . .; x,, — s^ 

ein, für die die im Nenner 0^ werden soll, so geschieht dies durch die Congruenz: 

—A\—A\ . • • • \—fp= lfdul+k,\ljdu^+k,\ .... \lfdul+k, , 

in die die ursprüngliche (auf voriger Seite) übergeht, wenn man darin statt 8^: — s^ setzt, 
und r erhält durch Einführen dieser Werthe, wenn wir allgemein den Werth des Integrals 
u^, für den Punkt x^, s^ mit u^^^ bezeichnen, die Form: 

^ ^u, + lu^^ + k,\u, + lt4:^+k,\ .... \u^+lu!;^+k^) ' 

für die wir die äquivalente algebraische Cardinalform hier bestimmen wollen. 

Zu dem Ende sind nur die bestimmenden Eigenschaften der Function B algebraisch zum 
Ausdrucke zu bringen, die sich folgendermassen aussprechen lassen: JR ist als Fiinotion des 
Punktes x, s eine in T' einwerthige und stetige Function des Ortes, die fflr p Punkte 

OCy S — Xj, S-^ ^ aj, 8 — X2,"~~ö2 ^ • • • . ^ X, 8 — — Xp, 8^ 

cx)^ wird und an den Querschnitten bestimmte Factoren ± 1 erlangt; sie ist femer eine sym- 
metrische Function der ^ + 1 Funkte a;,«; x^^8^:^ x^^s^'^. . .\ Xj,j8^. Durch diese Eigenschaften ist 
die Function B vollkommen bis auf einen von den p + 1 Punktwerthen unabhängigen con- 
stanten Factor bestimmt, und alle übrigen Eigenschaften, wie die, für p Punkte Xy8 0^ zu wer- 
den, oder die Quadratwurzel aus einer wie T verzweigten Function zu sein etc., ergeben sich 
als secundäre noth wendig aus den obigen primären. Da die Grössen e, s' nur die Werthe und 1 
annehmen dürfen, man aber aus und lauf 2^' Weißen Variationen zu 2p Elementen mit Wie- 
derholung bilden kann, so giebt es im Ganzen. 2^ Charakteristiken f*J*?' * ' V), und da (JJ; ; ;J) 
als Zählercharakterisfeik ausgeschlossen ist, so sind in B überhaupt 2^' — 1 verschiedene 

13» 
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Functionen enthalten, die alle für dieselben p Punkte cx>^ werden und sich nur durch die 
Factoren an den Querschnitten oder durch die davon abhängigen Punkte, wo sie einzeln 0^ 
werden, unterscheiden. 

um den algebraischen Ausdruck für B zu bilden, betrachten wir vorher die 2p -f 1 ein- 
fachen Functionen: 

deren Product die Function s ist, und die hier dieselbe Rolle spielen, wie die fünf Functionen 

Vx^ Vi — X,. • ., Vi — ^x in dem speciellen Falle p = 2. Es ist nämlich (vergl. §. 9) irgend 

eine derselben,!^ a: — a^,eine in T' einwerthige und stetige Function des Ortes, die für den Ver- 
zweigungspunkt a: = oo oo^ wird, für den ihr speciell zukommenden Verzweigungspunkt, 
arcsfl^ , OS und an den Querschnitten bestimmte Factoren ± 1 erlangt. Ein Product aus n belie- 
bigen der obigen Functionen hat ähnliche Eigenschaften; ebenfalls in T' einwerthig und 
stetig, wird es für a: = oo oo* für n endliche Verzweigungspunkte 0^ und erlangt an jedem 
Querschnitte einen bestimmten Factor, +1 oder — 1, der das Product der n Factoren 
±1 ist, die die n Functionen, jede einen, an dem betreffenden* Querschnitte erlangen. 
Zu jedem Producte von n Functionen lässt sich nim eines, aber auch nur eines finden, 
das an den Querschnitten dieselben Factoren erlangt; es ist dasjenige, welches sich 
aus den übrigen 2jp+l — n Functionen bildet; denn bezeichnen wir das erstere Product 

mit Vf{^) } 8^ ^®* ^^ö zweite gleich ■ = Vf(x) , und es erlangen V/{x) und — 1= die- 

Vß^ /(^) ^ Vß^ 

selben Factoren, da ihr Product s an allen Querschnitten den Factor +1 erlangt; femer sieht 

man sofort, dass ausser dem erwähnten kein anderes Product P, von m Functionen z. B., die- 
selben Factoren ±1 wie Vf{x) erlangen kann, indem sonst P.Vf{x) rational durch x und s 

ausdrückbar sein müsste, was unmöglich, wenn nicht P = Vf(x) oder P = -^z=:: ist. Wollen 

VA^) 

wir demnach aus den 2jp+l Functionen als Factoren nur solche Producte erhalten, die 
sämmtlich verschiedene Factoren ± 1 an den Querschnitten erlangen, so dürfen wir sie nur 
zu Producten von 1,2,. . ., ^ Factoren ohne Wiederholung combiniren; bezeichnen wir ein 
solches Product allgemein durch Vf(x) , so erhalten wir auf diese Weise, da 

(2^ + 1), +(2p+i),+ . . . +(2^+1), = 2«'— 1, 

2^ — 1 verschiedene Functionen V/(x) (unter denen die obigen 2^-f-l einfachen Functionen 
als Producte aus einem Factor vorkommen), die sämmtlich verschiedene Factorensysteme in 
Bezug auf die Querschnitte haben. 

Da es nun überhaupt nur 2*' — ^^1 verschiedene Factorensysteme von der Art der bis jetzt be- 
trachteten giebt, dieselben, die dem Ausdrucke B zukommen, wenn wir für(^* V ' '^) der Reihe 
nach die möglichen 2*' — 1 bestimmten Charakteristiken einsetzen (indem mit der Charakteristik 
(00 .* .* '. 0) zugleich das entsprechende Factorensystem, das nie einer Function Vf(x) zukommen kacnn, 

ausgeschlossen ist), so folgt daraus, dass zu jeder der 2^^ — 1 Functionen^ eine Function V/(x) 
aus der Gruppe der aufgestellten 2^'— 1 sich finden lässt, die an den Querschnitten diesel- 
ben Factoren erlangt wie die betreffende Function JS, und die wir die zu i? gehörige 
„charakteristische Function^ nennen wollen. Das Product, B.Vf{x), je zweier solcher, durch 
ein gemeinsames Factorensystem verknOpfter,Functionen B und Vf(x) erlangt dann an jedem 
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Qaerschnitte den Factor +1, ist folglich eine wie T verzweigte, d. h. rational durch x und 
8 ausdrUekbare Function. 

Wir bestimmen jetzt diejenige, rational durch s und x darstellbare^algebraische Form, in der 

alle Functionen 5 . Vy(a;) enthalten sind, wenn Vf{x) in dieser Verbindung jedesmal die zu dem 

betreflfenden Ä gehörige charakteristische Function bezeichnet. Da R.Vf{x) nur unendlich 
wird für die^ Punkte Xi^ — Jj;. • .; a:^, — s/^ für die jedes i? oo* wird, und ferner für a: = oo 

unendlich wie Vf{x)^ so muss eine jede Function Ji.Vf{x) in dem allgemeinen Ausdrucke: 



i?.vy(x) = 



-4,5+ -4, 



enthalten sein, wo A^j A^ noch zu bestimmende rationale ganze Functionen von x bezeichnen, 

verschieden nach den verschiedenen Functionen R.Vf{x). Die linke Seite dieser Gleichung 
verschwindet , wenn wir für x eine Wurzel der Gleichung f(x) = einsetzen , imd da mit 

Vf{x) zugleich s verschwindet, so muss die Function A^ dieselben Wurzeln wie f(x) haben, 
wenn anders die rechte Seite auch verschwinden soll. Die Function f{x) muss denmach Theiler 
von A^ sein, so dass also A^'=B^.f{x\ wo jB^ wieder eine rationale ganze Function von x ist. 

Führen wir diesen Ausdruck für A^ in die obige Gleichung ein, dividiren beiderseits durch Vßx) 
und setzen statt A^ und B^ rationale ganze Functionen von noch zu bestimmendem Grade m 
und n resp. ein, so folgt für R die bis auf die Constanten bestimmte Form : 



8 



(ao+a,aj+ . . , +0««") --=r +(^0+^1^?+ . • . +i««») \/fix) 
R = ■ ■ 7 

{x — x^ (x — x^) . • • . (x Xp) 

in der alle 2*^ — 1 Functionen R enthalten sind. 

Difi Werthe von m und n bestimmen sich durch die Bedingung , dass der Grad des 
Zählers in Bezug auf die Variable x den Grad p des Nenners nicht übersteigen, noch unter 
ihm bleiben darf, indem für x=cx> der allgemeine d-Quotient R weder 00 noch wird. De- 
finiren wir den Grad g einer beliebigen Function <f(x) in Bezug auf die Variable x durch die 

Gleichung lim ^^— ^ = Const. und bezeichnen dies durch G(^(x)) = a, wo dann z. B. 0(s) = -=-- — 

ist, so finden wir leicht, dass wenn der Grad der zu R gehörigen Function /(x) : 

ö(/(a.)) = 2v— l,oder G(f(x)) = 2y, 

ist, wo V eine ganze Zahl, d. h. wenn V/{x) aus 2v — 1 oder aus 2v der einfachen Fimctionen 
Vx — «1,^ . . ., Vx — 02^^! zusammengesetzt ist, dann den Grössen m und n die Werthe: 

m = ^ — 1 , n=p — V, 

als höchste mögliche zukommen. Es ist nämlich unter Annahme dieser Werthe : 

1. wenn 0(f (x))=2y,—l, \ Oiaf^-^) = p ; ö(afVj^) =1^—5; 

( yf(x) ^ 

2. wenn (?(/(x))=2v, j „ =i^— §5 « =Pi 

so dass folglich m und n in keinem Falle grösser genommen werden können, ohne dass der 
Zähler den Grad p übersteigt. 
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Der Nenner des algebraischen Ausdruckes wird nun 0* fUr die p Punkte aj^, ^i; . . • ; Xp, s^ 
und ferner 0^ für die p Punkte x^^ — s^ 5 • • • 5 ^p^ — ^p 5 da aber R allgemein als Function Ton x, 8 
nur für diep letzten Punkte oo^ werden soll, so sind die p+1 Constanten 

des algebraischen Zählers so zu bestimmen, dass derselbe zugleich mit dem Nenner für die 
jp Punkte a?i, ^1 ; . . . ; x^^ s^ verschwindet, und folglich S dafiir einen endlichen Werth behält. 
Bezeichnen wir den Zähler mit Z und schreiben ihn selbst als erste Gleichung hin, sc erhal- 
ten wir zur Bestimmung der p + 1 Constanten die folgenden p+1 Gleichungen : 

Z= {a, + a,x + . . . -^ a^,x^-') -^ +(i^+6,x+ . . . +b^,x^-^)Vf^ , 
0= (oo + ai^iH- . . . +öv->r')-7= +(*o+Mi4- . . . +h^.^^'')\(f^)^ 



= (ao+öi^p+ • • • +<^^i^p ^) 



s, 



VÄ^p) 



+ (io+Mp+ . . . +*p-.^~OK/l^p) ' 



aus denen nach bekannter Methode unmittelbar folgt : « 

Z »H^ = Oq. A^ , 
wenn wir durch A^ die Determinante des obigen Gleichungensystems 



A,= 



8 



8, 



VA^y VM' 



VA<^*) ' 



8 



8. 



8, 



Vß^) 



8^ 



X- 



X, 



VA^y VM) 



X 



2 



l//(^0 



X. 



Vß^) 




2^-yyi^), xt'Vä^^)^ xr^VA^^), ..., x^Wa^) 

bezeichnen und durch A^ die Determinante von nur p^ Elementen , die aus der obigen durch 
Weglassung der ersten Horizontalreihe und der ersten Verticalreihe entsteht, und die eine 
Function von x^^x^^ • . ,, x^ allein ist. Setzen wir noch: 



-Z.V — \X X^j\X X^j • • •\X XpJyX^ X^j ... \Xt'^'^Xpj\X2''~^X^j ... yX^'^^'Xpj • • • v«^|>— i"~"^pyj 

-lVj — yX^ X^j . . • \Xi »^j»/^*^a'~'"*^8y • • • ^»^2 ^p) • • • \P^p—l *^p)y 

80 ergiebt sich, unter Berücksichtigung der obigen Gleichung für Zj für B der Ausdruck 



i? = 



Z 



(x Xi) {x — x^ .... {x Xp) 



Z.N^ _ ^1 ^ _ / X ^v 



N 



N 
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wo 7 eine Fanction der p Variablen allein ist ^ indem die Grössen ao^ N^^ äi, die Variable x 
nicht enthalten. Diese Function 9 zeigt sich als eine vollkommene Constante, wenn wir die 
primäre Eigenschaft der Function i?, eine synmietrische Fanction der p+\ Punkte 
x^s\ Xi, ^1 ; . . . ; Xp , ^^ zu sein , berücksichtigen. Da nämlich die Determinante A^ sowohl wie 
die Function j^ ihr Vorzeichen wechseln, wenn wir zwei beliebige der ^ + 1 Punkte vortäu- 
schen , ihr Quotient folglich wie B eine symmetrische Function dieser Punkte ist, so muss 
der letzten Gleichung gemäss 9 ebenfalls eine synmietrische Function aller p-\-\ Punkte sein, 
und da sie die Variable x nicht enthält, so ist dies nur möglich, wenn sie ebenfalls von den 
p übrigen Grössen x^^ Xj, . . .,a:^ unabhängig, also eine vollkommene Constante ist, die wir 
allgemein durch C bezeichnen wollen. Das Resultat unserer Untersuchung gestaltet sich dem- 
nach folgendermassen : 

„Nennen wir zur Ghruppe v gehörig diejenigen von den 2^^ — 1 Funotionen jß, deren 

zugehörige charakteristische Functionen, ^f{^)^ sic^^ &U8 2^ — 1 oder aus 2v der einfachen 
Functionen Vx — a^ , . . . ., Vx — Os^i als Producte zusammensetzen , so sind die algebrai- 
schen Ausdrücke dieser s&mmtlichen (2p + l)9v.i + (2p4-l)2v Functionen R in der allge- 
meinen Form: 

enthalteui die wir die algebraische Cardinalform der Functionen der Ghruppe v nennen wol- 
len, und es resultirt daraus für jeden solchen zur Gruppe v gehörigen d-Quotienten B der ihm 

äquivalente algebraische Ausdruck, indem man in A^ statt Vf{x) jedesmal die specielle charak- 
teristische Function einführt, die zu dem betreffenden d-Quotienten, mit ihm durch ein ge- 
meinsames Factorensystem verknüpft, gehört. Die Constante C bestimmt sich alsdann in jedem 
Falle besonders, entweder durch die Verzweigungswerthe ai^a,, • . ., <^%p^i oder durch d-Func- 
tionen mit den Argumenten ausdrückbar, wenn man zugleich für alle Grössen 2:, a^^, . • • , x^ 
verschiedene Verzweigungswerthe einfuhrt, für die die betreffende Determinante A^ nicht ver- 
schwindet. " 

Eine weitere Frage ist jetzt, wie viele Gruppen v, oder, was dasselbe, wie viele alge- 
braische Cardinalformen in dem allgemeinen Falle ^=jp existiren. Der kleinste Werth, den v 
annehmen darf, ist 1 , indem zur Gruppe v =? l diejenigen Functionen B gehören, die entwe- 
der eine der Functionen Vx — a,,. • . •, Vx — ««p+i, oder ein Product von zweien dieser als 
charakteristische Functionen haben. Lasst man v aufsteigend die Werthe 1, 2, 3, etc. annehmen, so 
werden die Grössen 2v — 1 und 2v, die resp. die Anzahl der Factoren, aus denen eine zur Gruppe v 

gehörige Function Vf{x) besteht, angeben, der Reihe nach die zulässigen Werthe 1, 2; 3, 4; 6, 6; 
etc. annehmen, und da die grösste Anzahl von Factoren Vx — ai, • . • ., Vx — 0,^^, aus denen 
eine Function Vf{x) als Product zusammengesetzt sein kann, p ist, so wird sich der entspre- 
chende höchste Werth von v, wennjp ungerade, aus der Gleichung 2v — l=i>j wenn p ge- 

rade, aus der Gleichung 2v=jp ergeben. Ist also jp ungerade, so giebt es —^ algebraische Car- 
dinalformen, die man aus der obigen Gleichung für B erhält, wenn man der Reihe nach in der 
Determinante A^ statt V : 1, 2, . • .j^^-^— setzt, ist dagegen^ gerade, so giebt es deren nur r-, und 
man erhält sie, wenn man in A^ der Reihe nach statt v: 1, 2, . . ., o einführt Für^=l und 
p=2f d. h. für die elliptischen und ultraelliptischen quadratischen Functionen, giebt es dem- 
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nach nur eine algebraische Cardinalform , indem für v nur der Werth 1, als niedrigster and 
höchster zugleich, zulässig ist. Für ^=2, v=:l geht R in die aus dieser Abhandlung bekannte 
Cardinalform (vergl. §. 29) über; fiir ^=1, v=l ergiebt sich für R eine Form, deren Betrach- 
tung direct die Additionstheoreme der elliptischeu Functionen sin am u, cos am Uj A am u 
liefert. 

Die d-Quotienten R haben zu Argumenten Summen von je ^+1 Integralen; führen wir 
also statt X einen YerzweigUDgspunkt , am einfachsten a; = oo ein j so erhalten wir 2^ — 1 
neue d-Quotienten mit gemeinschaftlicher Nennerfunction, die zu Arguibenten das System: 

haben. Da man nun nach Vorigem durch ein solches System jedes beliebige System t?i|t;a| . . . .\v^ 
darstellen, oder, was dasselbe, jedes beliebige System t;^^,! • . • • |t^, in diese Form setzen kann, 
unter einwerthiger Bestimmtheit der p Punkte Xi^ ^^j d:,, s^] • . . ; oc^jS^] so sind diese Formen in 
Verbindung mit den ihnen äquivalenten algebraischen von der grössten Bedeutung, wenn ee 
darauf ankommt, auf rein algebraischem Wege Belationen zwischen d-Functionen mit beliebigen 
Argumenten zu erhalten. Für cc = cx> gehen die algebraischen Cardinalformen in niedrigere 

über, die zum Zähler eine Determinante von nur ]f Elementen, zum Nenner die Function N^ 

P+1 l>+2 

haben, und es giebt, wenn^ ungerade, —5—, wenn^ gerade, —— solcher niedrigeren Formen. 

Jedesmal in den beiden ersten dieser resp. —^ oder — r— Formen bewegen sich die Weier- 

strass^schen Functionen al(uij t^?* * m ^p)a ^^^ aZ(ui, ti^j. . .<, u^)^ für p=p\ sie gehen aus der 
algebraischen Cardinalform R hervor, wenn man v= 1, a:=oo setzt Dann muss V/{x) ent- 
weder die Form vx—a^ oder die Form V{x — aj(a: — o^) haben, wo o^,, o^ zwei beliebige 
der 2p +1 Verzweigungspunkte o^, o,.,. • • , o^^i bedeuten, und es geht im ersten Falle R 
über in: 

jBj = C. vxi — a^ Vx^ — a^ .... f/x^ — a^ , 
im zweiten über in : 



p _ ^ Vf ^» ' Vi^i—^i ») (xi—a^) |/(a?p— a,t) (a?p— «.) 



f,=a. 2 



^{x)=(x—x,)(x—x^) . . . (x—x,); ^'{xj)=(;x^—x;)(x^—x^) . . . {x^—x^^){x^—x^^,) . . . (x^—x^)] 

welche beiden Formen bis auf die Bezeichnung der Constanten mit den Weierstrass'schen 
übereinstimmen. Die Ausführung dieser Untersuchungen und die Ableitung einer Menge an- 
derer Relationen behalte ich, hier durch den gebotenen Raum beschränkt, meiner erwähnten 
Arbeit vor. 

Düren, bei Cöln am Bhein, im September 1863. 
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NAGHTIUEGUGHE BEMBiKUNGEN. 



Zu §. 1. 

In §. 1 wird gezeigt, dass die für das Problem charakteristische zweiwerthige algebraische 
Function y(z — « J (« — a^) . . . (« — a^) mit den sechs willkürlich wählbaren Verzweigungspunkten 
^1} o^2> • • • ? 0^! unbeschadet der Allgemeinheit der Untersuchung durch die speciellere Function 
Vx(l — x) (1 — x^x) (1 — X*a?) (1 — ii}x) ersetzt werden kann, bei der von den sechs Verzweigungs- 
punkten nur noch drei willkürHch sind, während die drei übrigen mit den festen Punkten 
0, 1, oo der Axe der reollen Zahlen zusammenfallen. Der Übergang von der einen Form zu 
der anderen erfolgt ohne Mühe durch Anwendung einer linearen Substitution von der Forin 

^ _ («3— «l)«ta^ — («3— «t)«l ^,_ ^ — «I «3— «t 

(«3— «i)^ — («3— «t) ' z—a^' «3— «l' 

Wenn es in Zeile 6 des §. 1 heisst, dass zwischen den constanten Coefficienten der ganzen 
rationalen Functionen a^j aj, a^ keinerlei Relationen bestehen sollen, so ist dies nur so zu ver- 
stehen, dass zwischen diesen Coefficienten keine solchen Relationen stattfinden sollen, welche 
den algebraischen Charakter der Function y(z — aj(« — a,). . .(« — a^) ändern würden, sei es dass 
sie den Grad der Function a\ — a^a^ erniedrigen, oder dass sie zwei oder mehrere der sechs 
Punkte a zum Zusammenfallen bringen. 

Zu §. 2. 

In §. 2 wird eine der Function : 



8=VX(1—X){1—X*X){1—X*X){1—IL*X) 

entsprechende, d, h. ihre Verzweigungsart darstellende, Riemann'sche Fläche T gebildet; am 
einfachsten gelangt man zu derselben auf folgende Weise. Man ziehe in der X-Ebene (s. Fig; G) 

eine von aus über 1, -;-, -r, — r ins Unendliche gehende Linie, die man sich nach den in §. 1 

X* A* jtx* 

über die Grössen x, X, [i gemachten Voraussetzungen mit der positiven Y^Axe zasanmienfallend 
denken kann, unterscheide bei dieser Linie von nach 1 schauend eine linke und eine rechte 
Seite und mache die Voraussetzung, dass die Variable x sich nur so ändere, dass der ihr ent- 
sprechende Punkt P der X-Ebene die genannte Linie nicht überschreitet. Verbindet man dann 

den Punkt P, der zunächst ausserhalb der ^-Axe liegen soll, mit den Punkten 0, 1? -7? rj? -^ 

X A JUL 

durch Strahlen und bezeichnet die Längen dieser Strahlen der Reihe nach mit To, r„ r,, r^, r^, 
die Winkel, welche dieselben in der Richtung nach dem Punkte P hin mit der positiven Richtung 
der Y-Axe bilden, von der letzteren aus durch positive Drehung gemessen, mit ^o? 9i? ?2» ?«? ?4> 
so kann man den dem Punkte P entsprechenden Werth von x auf fünf verschiedene Weisen aus- 
drücken; man findet nämlich immittelbar: 

u 
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X = r^e'^'^ = 1 + riß'?«' = -? + ^«ö'?*' = T7 + r^e'^'*= -7 + r^e'?*' 

X* A* iir 

und die vorher für den Punkt P gestellte Bedingung, dass er bei seiner Bewegung die von 
nach cx) gezogene Linie nicht überschreiten solle, zieht für jede der fünf Grössen cp die Bedingung 
0^ cp^2ic nach sich. Auf Grund dieser fünf für x aufgestellten Ausdrücke ergibt sich nun sofort: 

X = roe^«', 1 — X = — rie^P«', 1 — x^x = — xV,e»»', l—X^x— — X Vje'?«', 1 — ji^x = — ftV^e"?*', 

s^ = x{l —x) (1— x«a:) (1— X^x) (1— fx'a:) = x«Xyror,rarsr,e^^*+V'+^+^«+^*>', 

und man erhält auf diese Weise, wenn man noch die Bedingung stellt, dass die Function ^, 
welche für die Punkte auf der linken Seite der Linie — 1, da dort ^^ = 0, 9i = 92 = ?8 = ?4 = ^ 
ist, nur durchweg positiv oder durchweg negativ sein kann, für irgend einen dieser i^unkte 
einen positiven, mit Sq zu bezei(*hnenden Werth besitze, zur Bestimmung des durch stetige Fort- 
setzung von dem gewählten Anfangswerthe Sq aus sich ergebenden Werthes der Function s im 

Punkte P die Gleichung: 

■ 

(1) S = li\lLVr^Vr^Vr^Vr^Vr^e^ 

4- H- 4- + 4- 

Auf diese Weise ist ein Zweig der zweiwerthigen Function s abgesondert, da infolge der für 
den Punkt P gestellten Bedingimg, dass er die Linie — 00 nicht überschreiten solle, zu jedem 
Punkte P der ^-Ebene ein ganz bestimmter, der Bedingung ^ 9 ^ 2ic genügender Werth einer 
jeden der fünf Grössen 9 und also auch ein ganz bestimmter Werth der Function s gehört. Ver- 
folgt man mit Hilfe der aufgestellten Gleichung die Werthe dieses Zweiges längs der linken 
und rechten Seite der Linie — cx) und bezeichnet die Stellen, wo derselbe Werthe von der 
Form Pj — p^ pi^ — pij unter p eine positive reelle Zahl, unter i die laterale Einheit V — 1 
verstanden, besitzt, einfach mit +, — , ?, — t beziehlich, so wird das Verhalten dieses Zweiges 
zu beiden Seiten der Linie — 00 durch Fig. D charakterisirt. Man erkennt daraus, dass die 

Theile — 1,-jj^ j, -5 — 00 der Linie — c» ünstetigkeitslinien für den dargestellten Zweig 

sind, da die Werthe desselben auf der linken Seite einer solchen Linie sich von den Werthen in 
den entsprechenden Punkten der rechten Seite durch den Factor — 1 unterscheiden. Längs der 

Theile 1 j-, — ^ dagegen schliessen sich die Werthe auf der linken Seite stetig an die auf 

der rechten Seite vorkommenden an ; der Punkt P kann daher, ohne dass man aus dem fixirten 
Zweige herauskommt, diese Linien auch überschreiten, und es soll daher die früher gestellte 
Bedingung, dass der Punkt P bei seiner Bewegung die Linie — 00 überhaupt nicht über- 
schreite, von jetzt an nur noch für die Theile — 1,-r — -7, — r — 00 aufrecht erhalten werden. 

Nimmt man jetzt eine zweite X-Ebene, zieht in derselben in der gleichen Weise wie vorher 
eine Linie von nach 00 und bestimmt den Werth von s in dieser Ebene durch die Gleichung: 

(2) s = —x\yLVr,Vr^V7^V^^Vr^e' , 

+ + + + + 

indem man auch hier zunächst die Bedingung stellt, dass der Punkt P die gezogene Linie nicht 
überschreiten dürfe, oder, was dasselbe, dass eine jede der fünf Grössen 9 der Bedingung 
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0^9^27c genügen solle, so wird dadurch der zweite Zweig der Function $ fixirt. Das Ver- 
halten dieses Zweiges zu beiden Seiten der Linie — oo ist durch Fig. E charakterisirt, und 

man kann daher, da ebenso wie früher nur die Theile — 1, —z r, — i — oo Unstetigkeits- 

Hnien für den dargestellten Zweig sind, die vorher für den Punkt P gestellte Bedingung, dass 

er die Linie — oo überhaupt nicht überschreite, auch hier auf die Theile — 1, — — — , 

—r — OO beschrilnken. 

Legt man nun die zweite X-Ebene so unter die erste, dass je zwei Punkte, welche dem- 
selben Werthe von x entsprechen, sich decken, zerschneidet alsdann beide Ebenenblätter längs 

der drei Linien — 1, -r — -rzi—i — oo und heftet das linke Ufer eines leden der sechs Schnitte 

mit dem rechten Ufer des entsprechenden Schnittes im anderen Blatte zusammen, so erhält man 
die der Function s entsprechende zweiblättrige Rieraann'sche Fläche T. Zu jedem Punkte 
dieser Fläche gehört, sobald der Anfangswerth s^ in angegebener Weise fixirt ist, ein und nur 
ein bestimmter Werth von ä, der für jeden Punkt P im oberen Blatte durch die Gleichung (1), 
für jeden Punkt P im imteren Blatte durch die Gleichung (2) bestimmt ist. Die bei der Reprä- 
sentation der beiden Zweige der Function s in zwei getrennten Blättern aufgetretenen ünstetig- 
keiten sind durch die Zerschneidung und die darauffolgende Zusammenheftung der beiden 
Blätter in Wegfall gekommen ; nirgendwo findet sich eine Unstetigkeit längs einer Linie, und der 

Punkt P kann sich daher in der Fläche T frei bewegen. In den Linien — 1, —: — T75-7 — 00 

X* X' fx' 

setzen sich jetzt die beiden Blätter der Fläche T kreuzweise durcheinander durch (s. Fig. O 
und Fig. H) ; mit Rücksicht darauf wird zur Bezeichnung einer solchen Linie, da sie für die 
Fläche T nicht mehr den Charakter eines Schnittes hat, statt des von mir eingeführten und 
dadurch in die Werke anderer Autoren übergegangenen Wortes „Verzweigungsschnitt" wohl 
besser das Wort „übergangsUnie*' gebraucht. 

Schliesslich möge noch bemerkt werden, dass das hier angewandte Verfahren auch in dem 

allgemeineren Falle, wo die zu untersuchende Function $ die Form 5= V{x — ol^'^'(x — a,)««. . .(«;— av)N 
hat, zur Bildung der die Verzweigungsart von s darstellenden Fläche T und zur Bestimmung des 
Werthes der Function s in jedem Punkte von T mit Vortheil verwandt werden kann. 

Auf Seite 5 Zeile 3 ist die Stelle: „und setzen fest, dass die Function diese Linien nicht 
überschreiten soll" zu ersetzen durch: ^und setzen fest, dass die Variable x diese Linien nicht 
überschreiten soll" ; ebenso ist Zeile 18 die Stelle: „Es ist bekannt, dass, wenn man die Function * 
um einen Verzweigungspunkt herumfuhrt" dahin abzuändern, dass sie lautet: »Es ist bekannt, 
dasB, wenn man die Variable x um einen Verzweigungspunkt herumflihrt". 

Zu §. 3. 

In §. 3 werden diejenigen Functionen von x untersucht, welche sich als rationale Func- 
tionen von X und 8 darstellen lassen. Die Totalität dieser Functionen ist identisch mit der Tota- 
lität derjenigen Functionen von x^ welche in T einwerthige Functionen des Ortes sind und zudem 
nur für eine endliche Anzahl von Punkten dieser Fläche unstetig werden von angebbarer 
Ordnung, im Übrigen aber in T allenthalben stetig sind. Einen Beweis dieses Satzes, geführt 
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für eine beliebige Fläche T, hat der Verfasser im Journal von Grelle (Band 83, pag. 251) mit- 
getheilt. 

Handelt es sich um die analytische Darstellung solcher Functionen, so wird man sich nicht 
der auf Seite 7 angeführten Form : 

bedienen, sondern vielmehr der aus ihr durch Multiplication des Zählers und Nenners mit 
A^ — BiS hervorgehenden Form: 

A-hBs 



F= 



C ' 



bei der Aj B, C ganze rationale Functionen vonx bedeuten. Eine jede in T einwerthige Function 
von Xj welche für die v willkürlich gewählten Punkte Xj, ä,; Xg, ^.^J • • •; ^v?^v unstetig wird mit 
den Ordnungszahlen w^, 722, . . • , n^ beziehlich, sonst aber in T allenthalben stetig bleibt, ist dann 
in dem allgemeinen Ausdrucke: 



fix) = 



(x — x^Yt(x — a?,)"«. . . (x — a?v)*»v 



enthalten, wobei go{x) eine ganze rationale Function vom Grade Wi + W2+ . . . +n^j 9i{^) ^^^^ 
ganze rationale Function vom Grade w^ + Wjj + ... -\~n^ — 3 bezeichnet, und die Coefficienten 
dieser Functionen so beschaffen sein müssen, dass^o(^) + 9i{^)^ für die Punkte Xi, — s^\ x^^ — s^] 
. . . ; x^, — $^ beziehlich 0"*, 0*^, . . . , 0*^ wird, f{x) also für diese Punkte endlich bleibt. Die 
Anzahl der im Zähler enthaltenen willkürlichen Constanten beträgt dann, von einem constanten 
Factor abgesehen, immer Wi +7^2^- . . . +w^ — 2, und es sind dieselben in jedem besonderen Falle 
durch weitere Bedingungen, z. B. durch Angabe von Punkten, wo f{x) Null werden soll, zu 
bestimmen. Für den Fall, dass einer der Punkte x^y ä,; x^^ s^\ . . .; x^^ s^ mit einem der fünf im 
Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte oder mit dem unendlich entfernten Punkte von 7' 
zusammenfallen soll, bedarf die angestellte Betrachtung einer leicht ersichtlichen Modification. 
Wenn es in Zeile 7 des §. 3 heisst, dass die genannten Functionen durch die Punkte, wo 
sie unendlich gross (00^) werden, bis auf Constante bestimmt seien, so ist dies mit Rücksicht 
auf das soeben Auseinandergesetzte so zu verstehen, dass die Ausdrücke für diejenigen Func- 
tionen, welche in denselben Punkten und mit denselben Ordnungszahlen unstetig werden, 
sämmtlich in ein und derselben, nur noch bezüglich eines Theiles der CoSfficienten unbestimmten 
Form enthalten sind, welche durch Specialisirung dieser Coefficienten alle diese Functionen 
aber keine anderen liefert. 

Zu §. 4. 
In §. 4 wird zunächst das Verhalten der Integralfunction : 

(« -4- ßx) dx 



u 






a:) (l—x*x) (l—X^x){l—ii}x) 



in der Fläche T untersucht. Es ergibt sich, dass zu jedem Punkte Xj s der Fläche T unbegrenzt 
viele Werthe Von u gehören, von denen ein jeder durch passende Wahl des Integrationsweges 
erhalten werden kann. Die Function u besitzt daher unbegrenzt viele Zweige, und es erscheint 
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als erste Aufgabe die, einen dieser Zweige von den übrigen zu trennen. Zu dem Ende wird 
die Fläche T, nachdem der mehrfache Zusammenhang derselben als der Grund für das Auf- 
treten der unbegrenzt vielen Zweige von u erkannt ist, durch Querschnitte in eine einfach 
zusammenhangende Fläche T' verwandelt. Beschränkt man dann den Integrationsweg auf diese 
Fläche T', so sondert sich ein Zweig der Function u von den übrigen ab. 

In Zeile 5 des §. 4 sind die Zeichen lim« und lim « zu unterdrücken, und die betreffende 

Stelle ist so zu verstehen, dass die unter dem Integralzeichen stehende Function in der Um- 
gebung eines im Endlichen gelegenen, hier mit a bezeichneten Verzweigungspunktes durch 
eine Reihe von der Form: 

^ IIA 



(x — ayy 

in der Umgebung des unendlich entfernten Punktes der Fläche T dagegen durch eine Reihe 
von der Form: 



^1 _^ ^t 



X2 XTi X2 

dargestellt werden kann. 

In dem auf Seite 9 Zeile 13 beginnenden Satze ist das Zeichen lim" zu unterdrücken, 

und es ist die betreffende Stelle so zu verstehen,- dass bei der Entwicklung der Function w für 
die Umgebung irgend eines Punktes a des betrachteten Gebietes in eine Reihe von der Form: 

bQ'-hb^ {x — ay^-hb^ix — a)Pi-hb^(x — 0)^3-+- 



^1 _, ^ , ^ 



(x — ay* (x — ay* (x — ay* 
wobei pij ^2, P3, ... und q^, q^^ q^, ... positive zugleich mit dem Index wachsende Zahlen 
bezeichnen, keine der Zahlen a den Werth 1 besitzt, also kein Glied von der Form vorkommt. 

X — a 

Der erwähnte Satz bedarf ausserdem noch einer Ergänzung, insofern als der Fall nicht berück- 
sichtigt ist, dass das b(^trachtete Gebiet sich ins Unendliche erstreckt, also einen oder mehrere 
unendlich entfernte Punkte enthält. Damit ^wdx um einen unendlich entfernten Punkt erstreckt 
den Werth Null habe, darf bei der Entwicklung der Function w für die Umgebung dieses 
Punktes in eine Reihe von der Form: 

Äfl H ^ H ^ H ^ -h 

xPi QcPt xP^ 

-H c^a?*« -h c^x^t-{-c^afl* -f- . . . . , 

wobei p^^ p2^ f>8> • • • ^^d ^1,^2? 2^»? • • • positive, zugleich mit dem Index wachsende Zahlen 
bezeichnen, keine der Zahlen p den Werth 1 haben, also kein Glied von der Form — vor- 

X 

kommen. Der Beweis ist von dem auf Seite 10 geführten nicht verschieden. In derselben Weise 
ist der auf Seite 11 Zeile 1 beginnende Satz, der unmittelbar aus dem Satze auf Seite 9 folgt, 
zu berichtigen und zu ergänzen, und endlich ist auch noch auf Seite 11 Zeile 14 v. u. eine 
entsprechende Ergänzung anzubringen. 

Auf Seite 10 Zeile 10 v. u. lese man: ;,(v — l)-facher Verzweigungspunkt^ statt „v-facher 
Verzweigungspunkt", und ebenso Zeile 6 v. u. und Zeile 2 v, u. ;,(v — l)-fa(5hen Verzweigungs- 
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punkt" statt ^v-fachen Verzweigungspunkt". Ein Punkt, um den zwei Blätter einer Fläche sich 
winden, wird nämlich ein einfacher Verzweigungspunkt genannt, und es muss daher ein Punkt 
um den v-Blätter sich winden, ein (v — l)-facher Verzweigungspunkt genannt werden, und dies 
umsomehr, als ein solcher Punkt auch dadurch erhalten werden kann, dass man v — 1 einfache 
Verzweigungspunkte, vondenen allgemein der p** dem p^*** und dem (p-f 1)**° der v-Blätter angehört, 
zusammenfallen lässt. 

Zu §. 5. 

In §. 6 wird untersucht, wie sich der durch die Beschränkung des Integrationsweges auf 
die Fläche T' abgesonderte Zweig der Integralfunction u an der von den beiden Seiten der 
Querschnitte «i, Jj, «aj ^2 ^^^ der Linie c gebildeten Begrenzung der Fläche T' verhält. Es ergibt 
sich, dass die Werthe des betrachteten Zweiges in zwei entsprechenden Punkten zu beiden 
Seiten eines Querschnittes sich um eine längs des ganzen Querschnittes constante Grösse unter- 
scheiden, die in jedem Falle durch Integrale, deren Grenzen Verzweigungspunkte sind, aus- 
gedrückt werden kann, und die daher für alle Zweige der Function u die gleiche ist. Diese 
Grösse wird der Periodicitätsmodul der Function u für den betreffenden Querschnitt genannt, 
und die Function u besitzt, den vier Querschnitten a^, ft^, a,, b^ entsprechend, vier, mit A^^\ B^'^\ 
^^*\jB^*^ bezeichnete, Periodicitätsmodulen. Nachdem auf diese Weise das Verhalten eines Zweiges 
der Function u in der Begrenzung der Fläche T' ermittelt ist, ergibt sich schliesslich, dass die 
sämmtlichen Zweige von u aus einem beliebigen unter ihnen durch Addition ganzzahliger Viel- 
facher der Periodicitätsmodulen erhalten werden können. 

Bei den in §. 1 über die Grössen a, ß, x, X, (i gemachten Voraussetzungen findet man, unter 
Berücksichtigung von Fig. 2), dass das Verhalten der unter dem Integralzeichen stehenden 
Function auf der linken Seite der F-Axe im oberen Blatte durch Fig. F charakterisirt wird. 
Daraus ergibt sich dann, dass von den vier Grössen K^ Lj K\ L die drei ersten positive Zahlen 
sind, U dagegen eine negative Zahl ist. Diese Bemerkung ist für die in §. 7 ausgeführte 
Abbildung der Fläche T* auf die C7-Ebene von Wichtigkeit. 

Die auf Seite 14 Zeile 13 v. u. beginnende Stelle ist folgendermassen zu fassen: ^mit 
anderen Worten, sie ändert sich beim überschreiten der Querschnitte um constante Modulen, 
und zwar gibt es deren, den vier Querschnitten entsprechend, vier verschiedene, die sich, wenn 
die Constanten a, ß, x, X, (a nicht besonderen Bedingungen geoügen, niemals als ganzzahlige 
Vielfache von weniger als vier Grössen darstellen lassen". 

Wenn es auf Seite 14 Zeile 7 v. u. heisst, dass die Periodicitätsmodulen bei jeder Zerlegung 
der Fläche T nichts anderes seien als Integrale, die durch eine geschlossene Curve um zwei Ver- 
zweigungspunkte erstreckt sind, so soll damit gesagt sein, dass jeder der vier Periodicitätsmodulen, 
die bei irgend einer Zerlegung der Fläche T auftreten, sich immer entweder als ein einzelnes 
Integral, das in geschlossener Curve um zwei Verzweigungspunkte erstreckt ist, oder als eine 
Summe von mehreren solchen Integralen darstellen lässt. 

Zu der Stelle auf Seite 15 Zeile 16 v. u. : ^Man sieht, dass eine andere Zerlegung der 
Fläche analytisch dasselbe ist, als wenn man durch Addition der vier vorliegenden Modulen 
vier neue von einander unabhängige bildete" ist zu bemerken, dass nicht jedem Systeme von 
vier ffanzzahligen linearen Verbindungen der ursprünglichen Modulen JL^*^, J5^^^, A?^^ jB^*^ auch 
eine diese Grössen als Modulen liefernde Zerlegung der Fläche T entspricht, sondern dass dazu 
die in den linearen Verbindimgen als Coöf&cienten vorkommenden ganzen Zahlen gewisse 
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Bedingungen erfüllen müssen; ein umstand, auf den zuerst Herr Hermite (Comptes rendus, 
tome XL) aufmerksam gemacht hat. 

Der auf Seite 16 Zeile 11 beginnende Schlusspassus des §. 5 enthält eine Reihe von 
Ungenauigkeiten und ist daher durch das Folgende zu ersetzen : „Setzt man nun der Einfachheit 
wegen voraus, dass die Constanten a, ß, x, X, (i die in §. 1 gemachten Voraussetzungen erfüllen, 
im Übrigen aber keinen weiteren Bedingungen unterworfen sind, so sind sowohl K und L, als 
auch IC und L' incommensurable reelle Grössen, und man kann daher in den beiden linearen 
Formen : 

m.2K+n.2L, o.2Ki+p.2L'i 

die Grössen w, w, o^p als ganze, positive oder negative, Zahlen unter Anwendung eines bekannten 
Kettenbruchverfahrens so bestimmen, dass der Werth der ersten Form einer beliebig angenom- 
menen reellen Zahl P, der Werth der zweiten Form einer beliebig angenommenen lateralen 
Zahl Qi so nahe kommt, als man will. Daraus folgt dann weiter, dass man den Integrationsweg 
der Function u vom Punkte bis zum Punkte x^s in der Fläche T stets so wählen kann, dass 
der Werth der Function u im Punkte a;, s einer willkürlich angenommenen Grösse beliebig nahe 
kommt, und endlich noch, dass man für den den abzusondernden Zweig charakterisirenden 
Anfangswerth w^j da für denselben jeder aus ganzen Vielfachen der Periodicitätsmodulen 
zusammengesetzte Werth genommen werden kann, voraussetzen kann, dass er einer willkürlich 
angenommenen Grösse beliebig nahe liegt. Unter diesen Umständen kann daher, wenn man 
den Integrationsweg in T vollständig frei lässt, von einem eigentlichen Functionalzusammen- 
hange zwischen u und x^s nicht mehr die Rede sein. 

Zu §. 6. 

In §. 6 wird die Abbildung der Fläche T' auf die J7-Ebene in allgemeinen Umrissen 
skizzirt. Da diese Abbildung mit Hilfe eines Zweiges der Integralfunction u^ also mit Hilfe 
einer in T' einwerthigen Function der complexen Variable x gemacht wird, so besteht zwischen 
der Fläche T und ihrem Bilde in der ?7-Ebene, allgemein zu reden, Ähnlichkeit in den kleinsten 
Theilen, in dem Sinne, dass irgend Äwei in T' und ü einander entsprechende unendlich kleine 
Figuren F und F auch immer ähnliche Figuren sind, wenn weder die Figur F einen der sechs 
Verzweigungspunkte von T\ noch die Figur F' einen der zwei Verzweigungspunkte w, m' von 
üj sei es im Inneren oder auf ihrem Umfange, enthält. Diese Beziehung zwischen den Flächen 
T' und ü lässt sich auch folgendermassen aussprechen. Es seien äJj, feg irgend zwei in T' 
gezogene Curven, die sich im Punkte P unter dem Winkel to schneiden ; bezeichnet man dann 
den Winkel, unter welchem sich die den Curven k^, k^ beziehlich entsprechenden Curven k[^ k'^ 
der fZ-Fläche, und zwar in dem dem Punkte P entsprechenden Punkte P', schneiden, mit w'^ 
so ist stets t(?'= w, wenn weder der Punkt Pein Verzweigungspunkt von T\ noch auch der Punkt P' 
ein Verzweigungspunkt von U ist. Ist dagegen P ein Verzweigspunkt von T\ oder umgekehrt 
P' ein Verzweigungspunkt von i7, so sind w' und w im ersten Falle durch die Gleichung 
2w'=tt7, im zweiten Falle durch die Gleichung w'=2w verknüpft. Dieser Zusammenhang 
zvrischen den Winkeln w und to' tritt in den Beziehungen der Figuren 7^, 7/^, 111^, IV^ zu der 
Figur 2^ deutlich zu Tage. 

Der Stelle in Zeile 10 des §. 6 möge die folgende Fassung gegeben werden: „sie wird also 
eine vollständige Begrenzung haben, welche der durch die beiden Seiten der Schnitte a, 6^ c 
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gebildeten Begrenzung von T' Punkt für Punkt entspricht, und bei der jeder Richtungs- 
änderung der Begrenzung ^on T' um einen Winkel w eine ßichtungsänderung um einen gleich 
grossen Winkel t{?'= w entspricht, vorausgesetzt, dass weder der Scheitel von w noch der 
Scheitel ^onw' mit einem Verzweigungspunkte zusammenfällt". Von Ähnlichkeit in den kleinsten 
Theilen kann bei Linien überhaupt nicht die Rede sein. 

Wenn auf Seite 16 Zeile 8 v. u. gesagt ist, dass man für den Punkt a"' den Werth u' von 
w, der hier als Anfangswerth den abzusondernden Zweig charakterisiren soll, beliebig an- 
nehmen könne, so ist dies mit Rücksicht auf das zum Schlüsse des §. 5 Bemerkte dahin richtig 
zu stellen, dass man für diesen Werth voraussetzen kann, dass er einer willkürlich angenom- 
menen Grösse beliebig nahe liegt. 

Zu §. 7. 

In §. 7 wird die Abbildung der Fläche T' auf die ?7-Ebene ausgeführt, nachdem man zuvor 
die Querschnitte in der Weise, wie Fig. 2^ es angibt, möglichst zusammengezogen hat. 

Die Stelle von Zeile 4 bis Zeile 10 des §. 7 enthält Unrichtigkeiten und möge durch die 
folgende ersetzt werden: ;,Die Gestalt der Querschnitte in der Fläche T ist, wie schon oft 
bemerkt, innerhalb gewisser Grenzen ganz willkürlich; mit ihrer Änderung ändert sich aber 
auch nothwendig die Begrenzung von U. Ziehen wir nun die Querschnitte in der Weise, wie 
Fig. 2^ es zeigt, möglichst zusammen, so dass sie sich an die Abscissenaxe geradlinig anlegen, 
und wir uns frei, d. h. ohne auf einen Querschnitt zu stossen, in jeder der vier Halbebenen 
bewegen können, so wird unter den in §. 1 über die Grössen a, ß, x, X, \l gemachten Voraus- 
setzungen auch die Begrenzung von TJ aus geraden Linien bestehen, die theilweise der F-Axe, 
theilweise der TFe-Axe parallel sind, da alsdann beim Fortschreiten längs der mit der F-Axe 
zusammenfallenden Begrenzung von T das Integralelement du von einem Verzweigungspunkte 
zum anderen entweder nur reelle oder nur laterale, niemals aber complexe Werthe besit/.t". 
Man vergleiche dazu Fig. F^ welche das Verhalten von du auf der linken Seite der F-Axe im 
oberen Blatte bei positivem dy charakterisirt. 

In Bezug auf die in jeder der vier Tabellen des §. 7 an letzter Stelle vorkommende Inte- 
gration von — oo bis möge bemerkt werden, dass du sein Zeichen wechselt, wenn der Punkt 

x, s beim Fortschreiten längs der Y-Axe den Punkt -^ sei es im oberen oder im unteren 

P 

Blatte, passirt. Diesen beiden Punkten entsprechen aber in der J7-Fläche die Verzweigungs- 
punkte 7?i, m\ und es wird daher der dem Punkte x, s bei seiner Bewegung auf der F-Axe ent- 
sprechende Punkt u der fJ-Flächc beim Durchgange durch den Punkt m oder m' seine 
Bewegungsrichtung in die entgegengesetzte verkehren. 

Auf Seite 22 Zeile 2 hat die zweite Gleichung wegen des negativen Werthes von IJ zu 
lauten : „ cpg (z^ — 2 L'i) = cpa [u) ^. 

Wenn es auf Seite 22 Zeile 19 heisst, dass man als dem Punkt a: = entsprechend jeden 
beliebigen Punkt u-=Uq annehmen könne, so ist dies mit Rücksicht auf das zum Schlüsse des 
§. 5 Bemerkten dahin richtig zu stellen, dass man von dem dem Punkte a; = entsprechenden 
Anfangswerthe u = Uq voraussetzen kann, dass er einer willkürlich angenommenen Grösse 
beliebig nahe liege. 

Im Anschlüsse an den letzten Abschnitt des §. 7 möge noch bemerkt werden, dass die 
positiven Grössen L und — L' durch passende Verkleinerung der Constanten ß, X, (i beliebig 
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klein gemacht werden können, während die Werthe von K und K\ da a > vorausgesetzt ist, 
stets über einer angebbaren positiven Zahl bleiben. Die für die Zeichnung von Fig. 5 gemachte 
Annahme, dass L<CK^ — ü<^K'^ oder dass das untere Parallelogramm das kleinere sei, steht 
daher mit den ursprünglichen Voraussetzungen nicht im Widerspruche. 

Zu §. 8- 

Nachdem im Vorigen erkannt worden ist, dass man ohne Voraussetzungen über den Inte- 
grationsweg weder u als Function von x^ noch umgekehrt x als Function von u im gewöhn- 
lichen Sinne betrachten kann, werden in §. 8 zwei linearunabhängige Integrale: 

ViXyXjl^y Jo V (x, X, X, jtx) 

eingeführt, und es werden sodann unter der Voraussetzung, dass die beiden Integrale denselben 
Integrationsweg besitzen, die Beziehungen zwischen der gemeinsamen oberen Grenze x, s und 
den Werthen Wj, v^ der beiden Integrale untersucht. Für diese Untersuchung ist der Einfachheit 
wegen vorausgesetzt, dass zwischen den in den Integralen vorkommenden Constanten nicht 
solche besondere Beziehungen bestehen, welche zwischen den vier Periodicitätsmodulen von 
u^ oder zwischen den vier Periodicitätsmodulen von t^ eine lineare Relation mit ganzzahligen 
Coefficienten, oder endlich das Verschwinden einer dieser acht Modulen nach sich ziehen 
würden. 

Der auf Seite 23 Zeile 18 beginnende Passus ist in folgender Weise präciser zu fassen : 
;,E8 gehören also zu jedem Punkte x^s der Fläche T unzählig viele Werthepaare Wi, u^. Ist aber 
für einen Punkt aj, s einer der unzählig vielen in ihm möglichen Werthe von u^ gegeben, so ist 
dadurch der correspondirende Werth von u^ eindeutig bestimmt. Denn dann ist:^ 

Die neun letzten Zeilen der Seite 23 und die drei ersten Zeilen der Seite 24, die Unrichtiges 
enthalten, sind zu unterdrücken und durch das Folgende zu ersetzen: ^Diese letzte Gleichung 
zieht aber nothwendig m'=: w, w'= w, o'= o, jp'= p nach sich, da der Voraussetzung gemäss 
weder eine lineare Relation mit ganzzahligen Coefficienten zwischen den Grössen A^^\B[^\ A^^\Bf^ 
besteht, noch auch eine dieser vier Grössen den Werth Null besitzt. Demnach sind die ganzen 
Zahlen m, n, o, p nur auf eine Weise bestimmbar, und es ist folglich durch den Werth von cp 
auch die Zunahme: 

^ = mA^^^ + nB!i^ + oA^^^ +pB^i^ 

von n!^^ völlig bestimmt, also auch der Werth u^ = u^%^ + 4*. * 

Zu den auf Seite 24 Zeile 5 und Zeile 6 stehenden Gleichungen : 

^2 =/(Wi 1 x), u, =f{u^ I x) 

möge noch bemerkt werden, dass der darin vorkommende Buchstabe x einen Punkt der Fläche T 
vertreten soll, und nicht nur den dem Punkte zukommenden Werth von x. Dieselbe Bemerkung 
gilt für die entsprechende Stelle auf Seite 2 der Einleitung. 

Zu §. 9. 

In §. 9 werden die Functionen : 

y^^ Vi^^xj |/i=^, Vi—x^x, Vi^^yi 

15 
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untersucht. Es ergibt sich, dass eine jede dieser fünf Functionen, sobald man für einen Punkt 
der Fläche T' ihren Werth auf eine der beiden möglichen Weisen festgesetzt hat, eine in der 
Fläche T' einwerthige und stetige (d. h, nicht längs einer Li^e unstetige) Function des Ortes 
x^s ist, die für den im Unendlichen gelegenen Verzweigungspunkt der Fläche T* oo^, für einen 
der fünf im Endlichen gelegenen Verzweigungspimkte 0^ wird, und die in zwei entsprechenden 
Punkten zu beiden Seiten eines Querschnittes Werthe besitzt, die sich um einen längs des 
ganzen Querschnittes Constanten Factor, + 1 oder — 1, unterscheiden. Ist für einen Punkt der 
Fläche T* der Werth einer dieser Functionen gegeben, so kann man, indem man den Ver- 
zweigungspunkt, wo diese Function 0^ wird, zum Anfangspunkte eines Polarcoordinatensystems 
nimmt und beachtet, dass die Function, sobald der Punkt x, s einen Querschnitt überschreitet, 
einen aus der Tabelle auf Seite 26 ersichtlichen Factor + 1 oder — 1 erlangt, ohne Mühe den 
Werth der Function für jeden Punkt a:, s der Fläche T' bestimmen. Setzt man z. B. fest, wie es 
später in §. 18 geschieht, dass die Function Vx im Punkte a;= 1, eine jede der vier übrigen 
Functionen im Punkte a; = den Anfangswerth 1 besitze, und hält zugleich die in §. 1 über 
die Cons tauten x, X, [i gemachten Voraussetzungen aufrecht, so ergeben sich als Werthe der 
fünf Functionen für die fünf im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte der durch Fig. 2" 
dargestellten Fläche T' die in der folgenden Tabelle niedergelegten : 



a: = 0, x=l, 



a: = 
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Dabei bedeutet das unter ein Wurzelzeichen gesetzte -f , dass von den beiden Werthen der 
betreffenden Quadratwurzel der positive zu nehmen ist. Die aus dieser Tabelle sich ergebenden 
Belationen : 



\f^'=-T\P^'' \/^=-T\/'-''' \/'-?=-7\/^^' 

bleiben, wie auch die Untersuchung des §. 19 zeigt, noch bestehen, wenn x, X, (i beliebige 
complexe Werthe annehmen. 

Die Stelle auf Seite 25 Zeile 14: ^dass die Wege der Functionen diese Linien nicht über- 
schreiten dürfen^ ist dahin abzuändern, dass sie lautet: ^dass der Weg des Punktes x, s diese 
Linien nicht überschreiten darf^; ebenso lese man in Zeile 20: j,bei Beschränkung des Weges 
des Punktes x, s auf die einfach zusammenhangende Fläche T\^ 
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Zu §. 10. 

In Zeile 4 des §.10 lese man: ^Zu jeder Classe von Integralen algebraischer Functionen 
gehört eine solche Function*^. 

Auf Seite 27 Zeile 13 v. u. lese man: ^ Es bezeichnen dabei ai^=:a[j^ + a^^i^ ai2 = a[2 + (^'i^h 
a,2= 022 + ^22* Constanten, deren reelle Theile ajj, «12, «22 den sogleich anzugebenden, für die 
Convergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingungen zu genügen haben, 
während ihre lateralen Theile a^e, a'i^i^ a^^^ keinerlei Beschränkungen unterworfen sind; es 
bezeichnen ferner v^ v^ beliebige complexe Variablen ; endlich ist die Summation in der Weise 
auszuführen, dass jeder der beiden Stellenzeiger m und n unabhängig von dem anderen die 
Reihe der ganzen Zahlen von — 00 bis +00 durchläuft. Diese Reihe convergirt nun (man 
vergleiche Riemann's Gesammelte Werke, pag. 452), welche Werthe die Grössen v^^ v^ auch 
haben mögen, stets aber auch nur dann, wenn der reelle Theil a\{!X? + 2d^^ -f- a^^ der Form 
a^^x^ f *^^\^ + Ö22y" für alle reellen Werthe von x und y, das Werthepaar a; = ü, y = 
natürlich ausgeschlossen, wesentlich negativ ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 
die reellen Theile der Grössen a den Bedingungen: 

<*ll<rO, 0^2 <I0, Oia «11Ö22<0 



genügen. Sind diese Bedingungen, wie für das Folgende vorausgesetzt sei, erfüllt, so stellt die 
Reihe eine für aUe endlichen v einwerthige und stetige, mit d {v^ | v^ zu bezeichnende Function 
der complexen Variablen v^^ v, dar.* 

Auf Seite 28 Zeile 14 v. u. lese man: »und es braucht sonst zur vollkommenen Überein- 
stimmung mit den Systemen der Periodicitätsmodulen von Vj, v^ nur die Relation 0,3=021 zu 
existiren, die Frage nach dem Erfülltsein der Bedingungen für die Convergenz der d-Reihe 
selbstverständlich vorbehalten*. Der im Texte folgende Satz enthält ünrichtigos und ist daher 
zu unterdrücken. 

Auf Seite 28 Zeile 7 v. u. wird man die beiden mit i<?„ w^ bezeichneten Integrale besser 
mit einer unteren Grenze versehen, also setzen: 

tOj = ACi + / w. . V «^2 = *^i + / ,/. , o 

•/o K(a?,x,X, fx) Jo K(a?, X, X,/x) 

wobei ÄTj, k^ willkürliche Constanten bezeichnen; jedes dritte Integral w^ ist dann durch diese 
beiden linear ausdrückbar in der Form: 

^^ Pu i^2j Pb Constanten bezeichnen. 

Auf Seite 29 Zeile 12 lese man: ^oder da dw^ in je zwei entsprechenden Punkten zu 
beiden Seiten eines jeden Querschnitts denselben Werth hat*. 

Die zu Anfang von Seite 30 aufgestellten Gleichungen : 

Tzi = m,A^^^ + m,A^^\ = n,A^p + n,A^^\ 

= m,Af^ + wi,il<«\ Tti= n,^W + 7i^^i\ 

gestatten nur dann die Bestimmung der Grössen m und n, wenn ihre Determinante A^^^A^^^ — A^^^A^*^ 
von Null verschieden ist ; einen Beweis dafür, dass diese Determinante in allen Fällen einen 

15 ♦ 
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von Null verschiedenen Werth besitzt, hat der Verfasser im Journal von C r e 11 e (Band 71, 
pag. 232) gegeben. 

Auf Seite 30 Zeile 10 lese man: ^Sollen nun diese letzten Systeme auch mit denen von 
t;,, v^ stimmen, so muss a^^ = a^^ sein, wobei dann immer noch zu untersuchen bleibt, ob diese 
neuen Grössen a^, a^,} (h% auch den Bedingungen für die Convergenz der ft-Reihe gfeniigen.' 

Zu§. 11. 

In Zeile 8 des §. 11 lese man: ^Die Functionen u^\h^ sind bis auf additive Constanten 
bestimmt; geben wir also den in der Fläche T zu erstreckenden Integralen u^ | u^ für den Punkt 
a;^0 feste, bald näher zu bestimmende Anfangswerthe — w,, — Wp, so dass also: 



•Cf* ^ -t.« 



Jo ' Ja 



ist, so können wir setzen*. Diese Fassung ist vorzuziehen, da es bei der Endlichkeit der in T 
zu erstreckenden Integrale Mj, u^ fraglieh ist, ob man die ja erst zu bestimmenden Constanten 
— e^«, — u^ auch durch zwei in T' zu erstreckende Integrale von der Form: 



u. 



Ja ' •/'P 



ausdrücken kann. Entsprechend sind dann auch im weiteren Verlaufe der Arbeit alle Stellen, 
wo von den unteren Grenzen a, ß gesprochen wird, so abzuändern, dass dort von den Anfangs- 
werthen — w., — u^ die Rede ist, und ebenso sind die mit den unteren Grenzen a, ß versehenen 
Integrale \du^^ [dit^ zu interpretiren als Integrale, die vom Punkte cc = an mit den Anfangs- 
werthen — u^^ — Wp zu erstrecken sind. 

Der auf Seite 31 Zeile 22 beginnende Beweis enthält einige Ungenauigkeiten und berück- 
sichtigt zudem den Fall nicht, wo ein Nullpunkt im Unendlichen liegt. Von einer Verbesserung 
desselben soll jedoch hier abgesehen werden, da der vollständige Beweis des betreffenden 
Satzes in fast allen Lehrbüchern der Functionentheorie zu finden ist. 

Zu §. 13. 

In der zweiten Hälfte dieses Paragraphen ist das Wort ^rational** im weiteren Sinne, als es 
sonst üblich, angewandt. Wenn dort von rationalen Ausdrücken und speciell auf Seite 40 
Zeile IB von rationalen Functionen die Rede ist, so sind darunter eindeutige Ausdrücke, bezieh- 
lieh eindeutige Functionen zu verstehen. 

Zu §. 20. 

Wenn es auf Seite 59 Zeile 8 v. u. heisst, dass die Bestimmung der den d-Quotienten 
äquivalenten algebraischen Ausdrücke zwar möglich, nicht aber auf dem angedeuteten Wege 
ausführbar sei, indem die ünlösbarkeit von Gleichungen höherer Grade sich entgegenstelle, so 
ist dies nicht in dem Sinne zu verstehen, dass die betreffenden Gleichungen überhaupt nicht 
algebraisch auflösbar seien, sondern nur so, dass die Lösungen derselben sich nicht unmittelbar 
ergeben, sondern nur auf Umwegen gefunden werden können. Man wird überhaupt für der- 
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artige üiitersuchungen nicht die auf Seite 59 aufgestellte Form F zu Grunde legen, sondern 

vielmehr, wie es auch später auf Seite 71 geschieht, die dort Zeile 4 v. u. mit rl bezeichnete 

Form. 

Zu §. 30. 

Die in diesem Paragraphen angedeuteten allgemeineren Untersuchungen über hyper- 
elliptische Functionen sind von dem Verfasser im Jahre 1866 unter dem Titel: ;,Zur Theorie 
der Functionen in einer zweiblättrigen Fläche*' im XXII. Bande der Denkschriften der 
Schweizerischen naturforschenden Gesellschaft veröffentlicht worden. 

Würzburg, im Januar 1885. 



PTym-Cltraislliptisrhe PancUonen. 
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Fig IT. 





BeinerkuTiffeti zu den Figuren. 



htg. A jill *in fliW *er X-Sbenr, dtren Funilt die Wirltt der FnnnWi i - ^ + <i (i " ^^ —1) stomitriith Jiiirt*. Ein patüiiv Umlauf vnn x «ni (iiin ■■ 
EivUklicn giltfcncn Fiiall a (Fig. £) viril btmrkl, indtm nun, iii *inHicA(nd klcimm p,i =<i-fp<?' ifUI Hiiij '|< Bon | li< '} -|~ ^ '^ lunthrnrn Iniil; (in ponlini 
Ifmlau/ (on X tiiit ifn/bnJU cd (tafc^m iffirjl &eHi^l^ üidm man, bei hinrticlieitd yrottem rjX=^r e f teat und f wn 7 Nf f — 2 IC oAncjbflHn idfW. -- Uiitl man tu 
/\;. e dit llrtilt mm' iler ^uKAniBe in obtrm tmil unfinn £bi(U Kicit ihn Abaunä der biUm Bläatr t-on cinamtor f(|n>> A'<d' CBnvtrfirra, la ^vinnl nun (Inf FartUl. 
lunr von der (;«lallun; dir Fläctt 7" in dir (^■v'^nv "'"«r UOerfaistHait, Diu SttntaHrtui {Fif. R), du von Fig. O Bbria Mtid, «nii nun oUrtt und unuro illnli 
In^Eml, rcducirl licA dotm au/ dk CtCeyaii^tnie ■"n", in dir die BiäUtr lidt duiwktillaBdir durodsb«. Zliuc UtbargaitfMlInifi m" n" lind in oKcn foliaidtn Figitra 
bUa gtieieiael. UibenclirtiUI win «■■» jd^c&i Linit, » tomU •»h »n da» iioh BhaU dir TVidu T in dai ändert. Dit beiden nuUUr der FJiieic T liat man eitA auf dv 
X-Ebent liifcid lu itnim; <Ut lIMliri dilnl nur nr fUinitf dci Oaordinalenigilemt r, 2i, auf dai dii PunUt der FlStlU T den tftrUni von i nuil (sofcn *i<Hl. — Dil 
Fi^rtn C, D, E, F finden licS in den „nacUr&gliAen Bemvlaingtn" insäAnl. 
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Bemerkungen zu den Figuren. 



Die aämmtUchen Figuren diexer Tafel sind auf ein rechtwinkliges Coordinatensyttem mit den Axen Y und Zi bezogen , dessen An/cmgspunkt in jeder Figur im 
Vunkte. x liegend zu denken ist, und dessen Y-Are die Itichtung der Linie 1 hat. — Fig. 1** reprüsentirt den Verlauf einer beliebigen in der Flache T gezogenen 
Curie. Fig. 1,3 zeigt in sich zurückkehrende Umläufe um einen oiler ztrei Vej-sweigiingspunkte. Fig. 2* gibt ein Ilild der Flüche T' für reelle Werlhe ton X, A, ji. ; 
die Gestalt der Querschnitte ist trillkürlich. Fig. 2,3 zeigt dieselbe Fläche mit möglicJtst zusammengezogener Degrentung, die man sich geradlinig längs der Y-Axe verlaufend 
zu denken hat. Fig. a reprilsentirl eine im oberen JJlatte der Fläche, T um sämmtliche Verzu-^igungspunkte geführte geschlossene Cune unter der Voraussetzung, dass x, A, u. 
reelle \l'ertfie haben. Fig. 3,3 seigt die Gestalt derselben Curie bei complexen Werthen der Grössen x, A, u. 
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Bemerkungen zu den Fifßuren. 

Die Figuren 4,4' und die Figur ^i mit den zu ihr gehUrigen Nebenfiguren sind auf ein rechtwinkliges Coordinatenayutem mit den Axen V %tnd \Vi Itezogen^ dessen An fangspttnkt 
hei jeder Figur im Punkte u— liegend zu denken ist. — Von den vier reellen Grössen A', A'', L^ 7/ hohen die drei ersten^ wie in den ^^nachträglichen Bemerkungen^^ ausgeführt 
ist, positive jy'ertfte, während 7/ einen negativen H'ertlt hat. Für die Zeichnung ist zudem vorausgesetzt , Ja«« A' -|~ ^'* positiv sei. Fig. 5 itt die genaue Abbildung der Fläche 
T {Fig. 2/) auf die C- Kiene; dabei sind für die Hauptpunkte der Hcgrenzung die zugehlirigen Werthe von « angegeben^ viiihrend die in Klatnmern beigefügten Werthe von x 
sich auf die diesen Hauptpunkten entsprechenden Punkte der Begrenzung von T' hezieMn. Den beiden Verzweigungspunklen ti -i» und u iw', verknüpft durch die lielalion 
in -^~ in' 2 Ä''i, entsprechen die beiden zu dem H'ertfie x — — ^/ß gehUrigen Punkte ar, * und x, — s im oberen und unteren blatte der Flüche T'. — Fig. C endlich gibt 

ein LUd der Flüche T" ; die Werl?te von X, /., u und die Formen der Querschnitte sind willkürlich yewäfUt. 
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